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6 Konforme Abbildungen

6.1 Definition und Beispiele

Wir betrachten eine in einem Gebiet G C C holomorphe Funktion f(z) und stellen sie grafisch
durch ausgewahlte Punktmengen in der z-Ebene und ihre Bilder in der w-Ebene dar. Ist C eine
glatte orientierte Kurve in G mit Parameterdarstellung

2(t) = r(H)e?D,  t € [a,b], mit a < b und r(t) # 0 in [a, b],

dann hat C in jedem Kurvenpunkt zo = z(tg), o € [a,b], eine Tangente mit derselben Rich-
tung wie (tp). (Da in der Kurventheorie die Bezeichnung 2’(to) speziell fiir den Tangentenein-
heitsvektor reserviert ist, bezeichnen wir im folgenden die Ableitung nach einem allgemeinen
Kurvenparameter ¢ mit 2(¢p).) Die Bildkurve C’ hat die Parameterdarstellung

w(t) = (fo2)(t) = pt)e® ™, tela,b].
Sie ist wegen der Kettenregel differenzierbar mit
w(t) = f(=(1)) - ().

Gilt nun f'(z) # 0 in ganz G, dann ist C’ sogar glatt, und die Tangente an C" in f(zj) hat dieselbe
Richtung wie

(to) = f'(2(to)) - £(to)- (6.1.1)

Bei Multiplikation zweier komplexer Zahlen addieren sich die jeweiligen Argumente, d.h., die Win-
kel zur positiven reellen Achse. Man erhilt also die Richtung der Tangenten an C’ in
wo = f(z2), indem man die Tangente an C in zp um den Winkel arg (f’ (zo)) zur positiven
reellen Achse dreht.

C 8 = arg (f/(zo)) = arg (1i7(t0))

o = arg (z(tg)) o

Betrachtet man nun zwei glatte Kurven C; und Cy in G, die sich in zy schneiden, und ihre
Bildkurven Cj bzw. Cj, dann ergibt sich fiir den Schnittwinkel der Bildkurven

arg (u’)l(to)) — arg <w2(t0)) = [arg (f/(zo)) + arg (z’l(to))} - [arg (f’(zo)) + arg (22(150))]
arg (21(750)) — arg (22(750)),



242 Il - 6 Konforme Abbildungen

d.h., bei der Abbildung f(z) dndert sich der Schnittwinkel glatter Kurven nicht, sie ist winkel-
treu.
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Fir den Abstand eines Punktes z(t) zu zy bzw. des zugehorigen Bildpunktes w(t) zu w(ty)
ergibt sich aus der Definition der Differenzierbarkeit und (6.1.1)

- 12(0) — 2o

f/(z(t))‘ - lim

) —w)] |
t—=to |t — 1o

i—to ‘7& — 7&0| i—to

also

Das bedeutet, dafi die durch f(z) vermittelte geometrische Abbildung einer kleinen Umgebung
von 2y in der z-Ebene auf eine kleine Umgebung von w(#y) in der w-Ebene nidherungsweise eine
Ahnlichkeitstransformation mit Streckungsfaktor | f’(2o)| ist. Die Abbildung heifit auch ,im Klei-
nen mafistabstreu®. Ein ,Netz“ in der z-Ebene, das durch konzentrische Kreise um den Nullpunkt
und Ursprungsgeraden gebildet wird, geht daher durch eine solche Abbildung naherungsweise in
ein solches in der w-Ebene iiber.

Die Bedingung
f'(z0) #0

ist wesentlich fiir die oben gezeigten Eigenschaften. Zum Beispiel ist die Funktion
flz) =2

holomorph in C. Wegen f’(0) = 0 ist die Bedingung im Nullpunkt verletzt. Als Kurve C; wihlen
wir die positive reelle Achse. Sie wird durch f(z) auf sich abgebildet. Ist Cy ein beliebiger anderer
Strahl durch den Nullpunkt mit Winkel oy zur positiven reellen Achse, dann gilt fiir die Punkte
der Bildkurve

w= f(re“"o> = w0,

d.h., C} ist der Strahl durch den Nullpunkt mit Winkel 2¢, zur positiven reellen Achse. Die
Abbildung ist daher nicht winkeltreu.
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Definition 6.1.1:

Seien G C C ein Gebiet, zp € G und f: G — C eine Abbildung. Bildet f(z) eine
Umgebung U(zp) von zq bijektiv auf eine Umgebung von wy = f(29) so ab, daB der
orientierte Schnittwinkel von je zwei sich in zy schneidenden glatten Kurven bei der
Abbildung erhalten bleibt, dann heifit f(z) konform in zg.

Ist f(2) in jedem Punkt z € G konform, dann heifit f(z) konform in G.

Aus den einfithrenden Betrachtungen folgt

Satz 6.1.1: Fine in einem Gebiet G C C holomorphe Funktion f(z) ist in allen Punkten z € G
konform, in denen f'(z) # 0 gilt.

Beispiele:
6.1.1 Die Funktion
fz) =€
ist in C holomorph mit
fl(z)=¢e*#0 fiir alle z € C.

Sie ist also in C konform.

Die Parallelen zur z-Achse schneiden die Parallelen zur y-Achse jeweils rechtwinklig. Analoges
gilt auch fiir die Bilder, d.h., die Ursprungsgeraden und die konzentrischen Kreise um den
Ursprung in der w-Ebene (siche Beispiel 1.1).

6.1.2 Die Funktionen f(z) =2", n > 2, sind in C\ {0} konform und in z = 0 nicht konform.

Konforme Abbildungen kann man dazu benutzen, komplizierte ebene Gebiete in relativ einfa-
che ebene Gebiete (vorzugsweise eine Halbebene oder den Einheitskreis) zu transformieren.

Beispiele:

6.1.3 Im Beispiel 4.1 wurde das Dirichlet-Problem fiir den Einheitskreis betrachtet. Zur Losung des
Dirichlet-Problems fiir ein beliebiges einfach zusammenhéngendes Gebiet transformiert man
das Gebiet durch eine holomorphe Funktion mit nicht verschwindender Ableitung auf das
Innere des Einheitskreises und den Rand des Gebiets auf den Einheitskreis. Dann 16st man
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6.1.4

die Randwertaufgabe fiir den Einheitskreis und bestimmt mit Hilfe der Umkehrfunktion der
Transformation die Losung des Ausgangsproblems.

Natiirlich macht man bei Durchfithrung dieses Verfahrens einige Annahmen iiber Existenz und
Auswirkung einer solchen Transformation auf die Differentialgleichung und spezielle Randbe-
dingungen.

Mit Hilfe konformer Abbildungen kénnen Stromungsbilder von speziellen zweidimensionalen
Stromungen unter idealen Bedingungen bestimmt werden:

Die stromende Fliissigkeit soll inkompressibel und viskos sein, d.h., ihre Dichte ist konstant,
und es tritt keine innere Reibung und damit auch keine Haftung an einem Hindernis auf. Ist
die Stromung auBerdem stationér, d.h., der (ebene) Geschwindigkeitsvektor

V(z,y.t)= (%g’ z’ g)

héingt nur vom Ort (z,y) und nicht von der Zeit ¢ ab, dann kann man ihn auch als komplexe
skalare Funktion
V(2) = Vi(z,y) +iVa(z,y)

darstellen. Ist die Stromung zirkulationsfrei in G, d.h., es gilt

Vi 77k 0
rot V1 =& 2 2 0 b % - % —
2 oz Oy 0z E ay ’
0 Vi Vo 0 0

dann existiert eine Potentialfunktion ®(z,y) mit

V(z,y) = grad ®(z,y) bzw. Vi =&, Vo=,

Ist die Stromung aulerdem quellenfrei, d.h., es gilt

ooV vy
divV(z,y) = o + o =0,
dann folgt
D, + (byy =0,

d.h., ® ist eine in G harmonische Funktion und 148t sich mit einer konjugiert harmonischen
Funktion ¥(z,y) zu einer holomorphen Funktion

F(z) == ®(x,y) +i¥(z,y)

ergénzen. F(z) heifit komplexes Potential, ®(z,y) Geschwindigkeitspotential, ¥(z,y)
Stromungsfunktion.
Die Kurvenscharen

®(z,y) = const. bzw. U(z,y) = const.

heifien Aquipotentiallinien bzw. Stromlinien.

Nach (2.4) schneiden die Kurven der einen Schar alle Kurven der anderen Schar orthogonal.
Wegen V(z,y) = grad ®(z,y) und grad ® senkrecht zu ® = const. ist der Geschwindig-
keitsvektor in jedem Punkt orthogonal zu den Aquipotentiallinien durch diesen Punkt, also
Tangentenvektor der Stromlinien durch diesen Punkt, d.h., die Stromlinien beschreiben die
Bewegung eines Teilchens in der Stromung.

Aus der Definition des komplexen Potentials folgt durch Differentiation und Einsetzen der
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (2.2)

02 0¥V 09 0P

i—— =V —iVa=V(z). (6.1.2)

4 - [
Flz) = ox +Z@1’ ox dy
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6.1.5

Wir betrachten nun zunéichst eine mit konstanter Geschwindigkeit Vp € R stromende Fliis-
sigkeit. Integration von (6.1.2) ergibt fir das komplexe Potential

F(z)=Vy- 2.

Nun stéren wir die Stromung durch ein Hindernis (z.B. einen Kreis mit Radius @ > 0) und
gehen davon aus, dafl in geniigend grofler Entfernung hinter dem Hindernis die Stromung
wieder gleichformig ist. Das entsprechende komplexe Potential 148t sich dann in der Form

F(z) =V -2+ G(2)
mit einer Funktion G(z) darstellen, die den Einflul der Stérung beschreibt und fiir die

lim G'(z) =0

|z| =00

gelten mufl. Wir bilden die Stromlinien und das Hindernis mit Hilfe der Funktion

2
w = f(z) =+ L
z

auf die w-Ebene ab. Analog zu der in Abschnitt 6.5 explizit untersuchten Joukowski-Funktion
fi(z) = (z+1/2)/2 bildet f(z) das AuBere des Kreises |z| = a in der oberen z-Halbebene auf
die obere w-Halbebene und die Halbkreislinie (ohne Endpunkte) in der oberen z-Halbebene
auf das Intervall (—2a,2a) ab. In der w-Halbebene wird also eine gleichférmige Stromung
ohne Hindernis dargestellt mit den bekannten Stromlinien parallel zur reellen Achse, und die

Stromlinien der gestorten Strommmg-in der z-Halbebene erhélt man als deren Urbilder
zZ w
Yy v
—_— T T ——>—=Cs; c
31
T Ty, ¢
B ‘
_,/i\\g e ) c{
_ PN 3 w=z+- k
. ! = ————— - — - ———————
'\ M x -2 2 U
, " , _
~ o
—&;— Ci - i
\/ C’ )
— [ e—Cy —2i
c' s,
—_— ey —3i

Jede in einem Gebiet G C C holomorphe Funktion
[(2) = u(z,y) +iv(z,y)

kann nach Beispiel 6.1.4 als komplexes Potential einer ebenen, stationdren, in G wirbel- und
quellenfreien Stromung betrachtet werden. Zum Beispiel ergibt sich fiir die in G = C \ {0}
holomorphe Funktion
1 1 x . Y
fe)=7=

= = —1
2 wHiy  a2+y? a2 4y?

das Geschwindigkeitspotential
x

S(r.y) =ulr.y) = 5
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6.1.6

und die Stromungsfunktion

Y

U(z,y) =v(r,y) = ————.
(@y) =v(z,y) =~ e

Als Aquipotentiallinien

1 Y _
O(z,y) = %’ pER, p#0, ¥ey) =1/4 7

erhélt man die Kreise

(—p)*
durch den Nullpunkt mit Mittelpunkt zop = p
auf der reellen Achse und mit Radius [p|, und
als Stromlinien die Kreise

‘TQ + (y + q)2 = q2 D(z,y) =1/4

durch den Nullpunkt mit Mittelpunkt zg = —iq
auf der imaginiren Achse und mit Radius |q|.

Physikalisch entspricht dies einer ebenen Stréomung, bei der im Nullpunkt (der Singularitit
der Funktion f(z)) sowohl eine Quelle als auch eine Senke liegt, d.h., es tritt dort Fliissigkeit
aus und gleichzeitig verschwindet Fliissigkeit.

Sei
B(a,y) = (g)

die Feldstérke eines ebenen stationédren elektrostatischen Feldes in einem ladungsfreien Gebiet.
Analog zur Stromungsgeschwindigkeit in Beispiel 6.1.4 gilt (wegen divE =rot E = 0)
0E, 0FE» 0Ey, O0E;
—+—==0 d — - ——=0
ox dy . ox dy ’
und es existiert ein komplexes Potential F(z) = ®(z,y) + i¥(z,y) mit
F'(z) = —(E(z,y) — iBa(2,y)) = —E(2).

(Die Vorzeichen des komplexen Potentials einer Stromung bzw. eines elektrostatischen Feldes
sind durch die Zusammenhénge in den Anwendungen festgelegt.)
®(z,y) heiflt elektrostatisches Potential und die Kurven

®(z,y) = const. bzw. U(z,y) = const.

Aquipotentiallinien bzw. Feldlinien. Die Feldlinien verlaufen an jeder Stelle in Richtung
der Feldstérke.

Das komplexe Potential

g lnz:ilnr—&-i a © = const.

F =
(2) 27eg 27eg 2mey

liefert als Aquipotentiallinien wegen

T = const.

q
Inr =const. = r = const. -
27meq €z

(b(""’ (P) =

Kreise um den Ursprung und als Feldlinien wegen

q

U(r, ) = g

@ =const. = @ = const.
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Strahlen, ausgehend vom Ursprung. Es stellt damit das komplexe Potential einer Punktladung
q im Ursprung dar.

Sei a € R, a > 0. Betrachtet man zwei Punktladungen +¢ und —¢ in z = a bzw. z = —a,
dann erhilt man das zugehorige Potential als Summe der Einzelpotentiale, also

—q q z+a
Fu(z) = Inco In(z 4+ a) + Ireo In(z —a) = omeq lnz—a.

Die Ladung —gq entspricht einer Quelle in der Strémungslehre, die Ladung +¢ einer Senke.
Die Feldlinien sind die Kreise durch z = #a, die Aquipotentiallinien die dazu gehérigen or-
thogonalen Kreise.

Wir betrachten nun ¢ als Funktion von a und nehmen an, daf§ fiir a — 0 die Funktion ag(a)
gegen ein gy konvergiert. Dann erhélt man das komplexe Potential eines Dipols durch
F(z) = lim F,(2) = lim a(e) (In(z +a) —In(z — a))
a0 a—0 27’{'60
In(z+a) —In(z — a)
2a ’

1. .
a 27eg ili% 2aq(a) - ili%

Mit z; := 2z — a und

lim In(z+a) —In(z —a) - lim In(z; 4 2a) — Inz; _ i(ln )= 1
a—0 2a a—0 2a dz z
ergibt sich
1
F(z) = £ 2
TEy 2

Die Aquipotential- und Feldlinien sind dieselben wie in Beispiel 6.1.5.

Aufgaben:

6.1.1

C sei eine glatte Kurve in der z-Ebene durch den Punkt zy = 1 — i. Man bestimme den
Winkel, um den die Tangente an C in z bei der Abbildung w = 2% gedreht wird, und den
Abbildungsmafstab in zg.
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6.1.2 Sei G ein Gebiet der z-Ebene, G’ ein Gebiet der w-Ebene, und die in G holomorphe Funktion
w = f(z) (mit 2 = x+1y, w = u+iv) bilde G auf G’ ab. Man zeige fiir die Jacobi-Determinante

Tz Yy 2
T = m‘wz) .
dx 9y

6.1.3 Gegeben sei die Funktion w = f(z) = cos z. Man gebe an, in welchen Punkten f(z) konform
ist, und bestimme die Bilder der Parallelen zur x- bzw. y-Achse.

6.1.4 Man bestimme die Bilder der Geraden y = 2z und x + y = 3 in der z-Ebene unter der
Abbildung w = f(z) = 22 und stelle sie in der w-Ebene dar. Man zeige rechnerisch, daf der
Schnittwinkel der beiden Geraden gleich dem Schnittwinkel der zugehorigen Bildkurven im
jeweiligen Schnittpunkt ist.

6.2 Die Riemannsche Zahlenkugel

Wie oftmals in der Mathematik kann man durch Hintereinanderausfithrung mehrerer relativ
einfacher Transformationen auch komplizierte ebene Gebiete z.B. in die obere Halbebene oder
das Innere des Einheitskreises iiberfithren. Wir betrachten in den folgenden Abschnitten einige fiir
die Anwendungen wichtige Abbildungen. Dabei untersuchen wir vor allem die Bilder der Geraden
und Kreise in der z-Ebene sowie diejenigen Punkte mit speziellen Abbildungseigenschaften.

Definition 6.2.1:

Seien G C C ein Gebiet, zg € G und f: G — C eine Abbildung.
Gilt f(z0) = 20, dann heiit zp Fixpunkt von f(z).
Ist f(z) holomorph in G und f'(z9) = 0, dann heifit 2y kritischer Punkt von f.

Wir erweitern nun die komplexe Zahlenebene (mit reeller z-Achse und imaginérer y-Achse) zu
einem dreidimensionalen Raum (mit zur (z,y)-Ebene senkrechter z’-Achse durch den Nullpunkt)
und nennen den (obersten) Punkt (0]0|1) der Einheitskugel (mit Mittelpunkt (0/0]0) und Radius
1) Nordpol, den (untersten) Punkt (0/0]-1) Stidpol und die Kugel Riemannsche Zahlenku-
gel. Durch die stereographische Projektion

x/
<x> - Y], r,y €R,

mit ) )
l’l= 2z y/: 2y Z/=x+y71
1422 + 942’ 1422 + 942’ 1422 +y2’
wird die komplexe Zahlenebene umkehrbar eindeutig auf die Kugeloberfliche auler dem Nordpol
abgebildet. Geometrisch erhdlt man die Abbildung, indem man die Gerade durch den Nordpol
und den Punkt z = x + iy der komplexen Ebene mit der Kugel schneidet. Man tiberzeugt sich
leicht, daf die Koordinaten des Bildpunktes der Kugelgleichung geniigen:

(6.2.1)

I/2+y/2+z'2:1.
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Die Gesamtheit der Abbildungsstrahlen zu einer Geraden in der komplexen Ebene ist eine
Ebene und schneidet die Kugel in einem Kreis durch den Nordpol. Umgekehrt bilden die Abbil-
dungsstrahlen zu einem Kreis durch den Nordpol ebenfalls eine Ebene (die Kreisebene), die die
komplexe Ebene in einer Geraden schneidet. Die Geraden der komplexen Zahlenebene entspre-
chen also den Kreisen durch den Nordpol auf der Riemannschen Zahlenkugel und umgekehrt.
Analog kann man zeigen, dafl die Kreise in der komplexen Zahlenebene den Kreisen auf der
Riemannschen Zahlenkugel entsprechen, die nicht durch den Nordpol gehen, und umgekehrt.

Bewegt man sich auf der Riemannschen Zahlenkugel auf einem Kreis durch den Nordpol in
Richtung des Nordpols, dann bewegt man sich auf der entsprechenden Urbildgeraden der komple-
xen Zahlenebene ,in Richtung unendlich®. Wir erweitern nun die Menge der komplexen Zahlen
C um die ,Zahl“ oo, der wir auf der Riemannschen Zahlenkugel den Nordpol zuordnen, und
bezeichnen die erweiterte Zahlenmenge mit C.,. Mit der neuen Zahl co kann man auch rechnen,
und zwar gelte

1 0 1 1

— =0, im —:= - := o0,

o0 ’ |2]—0 2z 0 :

a+ 00 =00 und a- 00 = 00 fiir alle a € C, a # 0.
Ausdriicke der Form

o0
—, 0-oc0 bzw. 00— o0
0

sind vieldeutig und ergeben daher keinen Sinn.

Aufgaben:
6.2.1 Man bestimme alle Fixpunkte der Abbildung w = f(z) = 2", n € N, und gebe sie fiir
n =1, 2, 3, 4 explizit an.

6.2.2 Man bestimme die Bilder
(a) der Kreise in der z-Ebene um den Nullpunkt, speziell des Kreises mit Radius 1,
(b) der Strahlen in der 2-Ebene, ausgehend vom Nullpunkt,

bei der stereographischen Projektion.
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6.2.3 Sei z = x + iy € C beliebig, (2'|y/|z’) das Bild von z unter der stereographischen Projektion
auf der Riemannschen Zahlenkugel. Man zeige
a4y
1=z

6.3 Lineare Transformationen
Die allgemeine (ganze) lineare Transformation
f(z)=az+b, a,beC, a#£0,
ist in ganz C holomorph und wegen
f'(z)=a#0 firallezeC
in C konform. Sie hat keine kritischen Punkte.

Fir =0, a =11ist f(z) =z die identische Abbildung, bei der jeder Punkt Fixpunkt ist.

Fir b=0, a € R, a >0, a # 1 ist f(z) = az eine Streckung der z-Ebene mit Streckungsfaktor
a und den Fixpunkten 0 und co. Aus den Strahlensétzen folgt, dafl Geraden auf parallele Geraden
und Kreise auf Kreise abgebildet werden, wobei sich der Abstand der Urbild-Geraden bzw. des
Kreismittelpunktes zum Ursprung sowie der Kreisradius jeweils um den Faktor a vergrofiert (oder
verkleinert).

Fir b=0, a=¢€"#1 (dh. |a| =1) ist f(z) = ez eine Drehung der z-Ebene um den Winkel
« mit den Fixpunkten 0 und oo.

Fir b#0, a=1ist f(z) = z+b eine Parallelverschiebung der z-Ebene um b. oo ist der einzige
Fixpunkt.

Jede allgemeine lineare Transformation
f(z)=az+b mit a=|a|e®#0, b#O0,

148t sich erzeugen durch eine Streckung um den Faktor |a|, eine Drehung um zy = 0 mit Dreh-
winkel « und eine anschlieBende Parallelverschiebung um b. Bei jeder der einzelnen Abbildungen
werden Geraden auf Geraden und Kreise auf Kreise abgebildet, also auch bei f(z). oo ist immer
Fixpunkt, und wegen

fz)=2 <<= z=az+b <<= z(1—-a)=b

hat f(z) im Fall a # 1 genau einen weiteren Fixpunkt in ﬁ

Weifl man, dal f(z) eine lineare Transformation ist, und kennt zu zwei (verschiedenen)
Urbildern z, z3 die entsprechenden Bilder w; bzw. ws, dann lassen sich

Wo — W1
a=——— und b=w; —az
22— 2

und damit die Funktion f(z) vollstindig bestimmen.
Wir betrachten eine Stromung, deren komplexes Potential eine lineare Transformation

w = f(z) =u(z,y) +w(r,y) =az+b mit a=ay +iay, b="by +iby
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ist. Die Aquipotentiallinien sind wegen
u(z,y) = a1z — agy + by

Geraden mit Steigung m; = ay/ay fiir as # 0 bzw. Parallelen zur y-Achse und daher senkrecht
Zu @ = a; — iae. Die Stromlinien sind wegen

v(z,y) = asx + ary + by

die Geraden mit Steigung mo = —ag/ay fiir a; # 0 bzw. Parallelen zur z-Achse und daher
parallel zu a.

Y v
z w
u=-1 |u=0
~ / / / I \1 T
~ _/ 1 /u=1 + — — 4= — 4 -
~/ / / | | |
S / 1 1 1
/ A A | | |
/ /
- / / L w=az+ b : : :
- Ty - T T T 7
AN T~_ 2 T a=2+1, -1 1 o u
’ ’ ~ b=1 + i | | |
AR Lr=1 | | l
SR R ST R
PV < ~ \a
Sl v=0
v=-1
Aufgaben:
. . . . . . 7| -1
6.3.1 Man ermittle die allgemeinste (ganze) lineare Transformation w = f(z) mit

i

6.3.2 Gegeben sei der Kreis mit Mittelpunkt zy € C und Radius » > 0 in der z-Ebene. Man
bestimme den Mittelpunkt und den Radius des Bildkreises unter der linearen Transformation
w= f(z) =az+0.

6.3.3 Man bestimme das Bild des Rechtecks {z = 2+ iy| 0 < 2 < 1, 0 < y < 2} unter der linearen
Transformation w = f(z) = (1 — iv3)z + 1 — 2i.

6.4 Gebrochen lineare Transformationen, Inversion

In Beispiel 1.12 haben wir die allgemeine gebrochen lineare Abbildung

b
f(z) = % mit a,b,¢,d€ C, |c|+|d| #0
eingefithrt. In Aufgabe 1.7 war zu zeigen, dafl f(z) im Fall ad — bc = 0 in ganz C konstant
ist. Konstante Funktionen sind als Transformationen ebener Gebiete ungeeignet. Wir betrachten
daher im folgenden den Fall ad — bc # 0.
Gilt ¢ = 0, dann ist
a b

f(Z) = 82 + a
eine (im vorigen Abschnitt untersuchte) lineare Transformation. Wir setzen also aufierdem ¢ # 0
voraus. Eine Funktion

az+b

f(z):CZer mit a,b,c,d€C, ¢#0, ad—bc+#0

heifit gebrochen lineare Transformation (oder auch Mobius-Transformation).
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Wegen
_az+b

P
cz+d
hat eine gebrochen lineare Transformation zwei Fixpunkte, die (im Fall (d — a)? + 4bc = 0)

zusammenfallen konnen.
Auflerdem bildet f(z) wegen

z=f(z) <<= — 2?4+ (d-—a)z—b=0

az+b az+bla a bc—ad 1
_ _a _a 4.1
1) cz+d cz+d/c ¢ * c  cz+d (6.4.1)

und ad—bc # 0 den Punkt —d/c auf oo und den Punkt oo auf a/c ab. Nach der Quotientenregel
ist f(z) in C\ {—d/c} differenzierbar mit der Ableitung

ad — be

! f—
f(Z) - (CZ+d)2
und daher wegen ad —bc#0 in C\ {—d/c} konform.

Aus (6.4.1) folgt, daBl man jede gebrochen lineare Transformation zusammensetzen kann aus

— der linearen Transformation cz + d,
. 1
— der Inversion -,
z

be — ad
c az und

— der Drehstreckung

— der Parallelverschiebung 4 + z.
c

Lineare Transformationen (und damit auch die Drehstreckung und die Parallelverschiebung)
fithren Geraden in Geraden und Kreise in Kreise iiber. Das ist fur die Inversion im allgemeinen
nicht richtig. Zum Beispiel wird die Gerade z(t) =1+ it, ¢t € R, auf

1 ot
= —1—,
1+ ¢2 142

w(t) teR,

und damit wegen

-

2 ( 1 1>2—+ ( t )2__ 1412 1 Jr1 1
S\l 2 1+2)  (1+12)2 1+ 4 4

auf den Kreis um wo = 1/2 mit Radius 1/2 abgebildet.

Sowohl die Kreise als auch die Geraden in der komplexen Zahlenebene entsprechen Kreisen auf
der Riemannschen Zahlenkugel. Analog dazu gibt es auch eine gemeinsame analytische Darstel-
lung:

Die allgemeine Geradengleichung in der Ebene lautet

b1$+b21/+%:07 bl7b27CER7 ‘bl‘+|b2|7é0

Mit .
z:§(z+§) und y=—(2—2)
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ergibt sich

bi(z+7%)—iby(z—2)+¢c=0
und mit b := by + iby B

bz+bz+c=0, beC, ceR.
Die allgemeine Kreisgleichung in der Ebene ist gegeben durch
(x —20)* + (y — 90)* = R*
bzw.
RP=|z— 5l =(2— %)z —2) = 22 — Zoz — 2% + |20|*.

Mit b:= —z, c:=|2|* — R? erhilt man
Z+bz4+bz4+c=0, beC, ceR.

Nach Multiplikation mit einer beliebigen reellen Zahl a # 0 und geeigneter Umbennennung der
anderen Koeffizienten b und c¢ erhélt man eine dquivalente Gleichung. Die Formel

azZ+bz+bZ+c=0, beC,a,ccR (6.4.2)

ist also eine gemeinsame Darstellung der Geraden (falls a = 0) und der Kreise (falls a #0) in
der Ebene.
Bei der Inversion w = 1/z geht die Gleichung (6.4.2) tiber in
b b
e

WO w W
bzw.

a + bw + bw 4 cww = 0,
und als Bild ergibt sich eine Gerade (falls ¢ =0) oder ein Kreis (falls ¢ # 0).

Transformationen, die auf der Riemannschen Zahlenkugel Kreise in Kreise iiberfithren, nennt
man Kreisverwandtschaften. Die Inversion und damit auch jede gebrochen lineare Transfor-
mation ist also eine Kreisverwandtschaft.

Wegen ¢ # 0 treten bei einer gebrochen linearen Transformation

az+b ajz+b . a b d
= AT t =2 == d=-
1) cz+d z+d; i@ ¢ T 7L

drei Konstanten auf. Sie ist also durch Festlegung von drei verschiedenen Punkten in der z-Ebene
und den zugehorigen Bildpunkten eindeutig festgelegt und kann durch Einsetzen dieser Werte
berechnet werden. Man kann auch direkt eine Formel fir w = f(z) angeben:

Definition 6.4.1:

Seien 2z, 29, 23, 24 € C verschiedene Punkte. Dann heif3t

21— 22 24 — 22 21— 22 24— 23
(21, 25 23, 24) = : = :
21 — 23 24 — 23 21 T 23 24— 22

Doppelverhiltnis der vier Punkte.




254 Il - 6 Konforme Abbildungen

Durch Einsetzen von w = aziz (siche Aufgabe 6.4.1) erhalt man
cz

Satz 6.4.1: Sei w = f(z) eine gebrochen lineare Transformation. Dann gilt:

(a) Das Doppelverhiltnis von je vier verschiedenen Punkten z, € C\ {—d/c}, 1 < k < 4,
bleibt bei der Abbildung invariant, das heifit, es gilt

(w1, wa; wy, wa) = (21, 22; 23, 24).-
(b) Die gebrochen lineare Transformation, die die drei verschiedenen Punkte z, zo, z3 auf die

Punkte wy, wy, ws abbildet, ergibt sich aus der Gleichung

w*wl'w3*IU2_Z*,Zl'23*ZQ (643)

w — Wy w3 — Wy Z — 2y 23 — 21

Beispiele:
111+ | —2
6.4.1 Gegeben seien die Punktepaare i | - | Rl ‘ :
w | 7 | 0 ‘ -1
Die zugehorige gebrochen lineare Transformation erhélt man aus
w— 1 -1 z—1 —1—-2¢ z—1
. = . = —i=w———(1+2i
w T1—i z-1-i —1-i woi=wo—g 5 (14 2)
z—1 . . —2iz +1 )
i(z—1—-4) =z—-1—14
= w= = .
—2iz +1 —2z+1
6.4.2 Gegeben seien die Punktepaare Zllji)—
o S P w|0|1] o0

Wegen ws = co miissen wir die Gleichung (6.4.3) modifizieren. Fiir w, wy, wy € C gilt

. w — Wy
lim =1,
w—00 W — W1

und daher erhalten wir die gesuchte gebrochen lineare Transformation aus

w z—1 —2i

w—1 z—i —i—1

z—1 . z—1 . z—1 .

-1 -1
= wl-IT=(+)) =T +i) = w(iztl)=—s(l+i) 1+
zZz—1 zZz—1
—z(1+d)+1+3
< W= F:y":
—iz+1
6.4.3 Gegeben seien die Punktepaare Z 1011 oo
= 8 unitep wl1|ol
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6.4.4

6.4.5

und wir erhalten die gesuchte gebrochen lineare Transformation aus

w—1 7 z z
. — — —1= 1+1¢
w i1 21 v w1+
iz —1
= w(l—L(l—i-i)):l — w( wl):l
_ P

z—1
= w=-—= .

—iz—1

Gesucht ist die gebrochen lineare Transformation, die den Einheitskreis auf sich und den Kreis
|z—al=r <1—a (mit 0 < a < 1) auf einen Kreis mit Mittelpunkt wy = 0 abbildet.

Yy v

r>\l w = f(2) /m
:/ : NP

Die z-Achse ist eine Gerade und wird daher auf eine Gerade oder einen Kreis in der w-Ebene
abgebildet. Sie schneidet die beiden Kreise in der z-Ebene senkrecht, ihr Bild ist also zu den
beiden Bildkreisen ebenfalls orthogonal. Damit kann das Bild nur eine Ursprungsgerade sein.
Wir nehmen zunéchst an, dafy das Bild die u-Achse ist, wobei die Orientierung bei der Abbil-
dung erhalten bleibt.

Da der Einheitskreis auf sich und die orientierte z-Achse auf die orientierte u-Achse abgebildet
wird, folgt

f(-=1)=-1 und f(1)y=1.

Auflerdem wird der Punkt z = a (als Mittelpunkt des kleinen Kreises) auf den Nullpunkt
wo = 0 abgebildet. Damit folgt aus dem Satz tiber das Doppelverhéltnis

11 1 1-— 1
wri 1_ztl ¢ = w+1:w(17a)z+
w 2 z—a 2 z—a
1-— 1 —
— w(l_M):_l — w:_z a'
zZ—a az—1

Soll nun die orientierte z-Achse nicht auf die u-Achse, sondern auf die orientierte Ursprungs-
gerade w(t) =te’®, t € R (mit 0 < o < 27) abgebildet werden, dann dreht man das Bild um
wo mit Drehwinkel o, d.h., man multipliziert die Funktion mit dem Faktor e®. Allgemein
ergibt sich also die Transformation

jia # 0 :ei(a+7r)z_a

w=—e .
az—1 az—1

Eine niitzliche Eigenschaft gebrochen linearer Transformationen sei hier ohne Beweis angege-
ben: Spiegelpunkte beziiglich einer Geraden oder eines Kreises werden wieder in Spiegelpunkte
iiberfiihrt.

Dabei bezeichnen wir zwei Punkte als Spiegelpunkte beziiglich einer Geraden, wenn ihre Ver-
bindungsstrecke die Gerade senkrecht trifft und von ihr halbiert wird. Sie sind Spiegelpunkte
beziiglich eines Kreises mit Mittelpunkt M und Radius r, wenn sie auf demselben Strahl mit
Anfangspunkt M liegen und das Produkt ihrer Abstéinde zu M gleich r? ist (siche Beispiel
1.13).
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6.4.6

Betrachten wir z.B. die gebrochen lineare Transformation

z+1
die Gerade C: {z = z + iy|a = 0} (die y-Achse) und den Einheitskreis K. Dann sind die
Punkte 2y = 1+ und 29 = —1 + i Spiegelpunkte beziiglich C, und die Punkte z; und
23 = (1+1)/2 sind Spiegelpunkte beziiglich K (wegen 23 = z1/2 und |z|- |23 = 1 = 12).
f(z) ist eine Kreisverwandtschaft, und es gilt f(z4) = f(1) = o00.
K' = f(K) ist also eine Gerade oder ein Kreis. Nun gilt aber 2z € K und damit
0o = f(z) € K/, d.h., K" ist eine Gerade. Analog ist f(C') eine Gerade oder ein Kreis.
Wegen z4 € C gilt co & C', d.h., C' ist ein Kreis.
Fine Gerade ist durch zwei und ein Kreis durch drei Punkte eindeutig bestimmt. Durch
Berechnung z.B. von

ws = f(z5) = f(i) =1 —1, we = f(z6) = f(—=i) =0
wy = f(z7) = f(0) = —i wg = f(o0) =1)

erhalten wir daher K’ als Gerade durch ws und wg und C’ als Umkreis (des Dreiecks wswgwy
bzw. des Quadrats wswewrws) mit Mittelpunkt wg = (1 —)/2 und Radius r = v/2/2.

wy = f(z1) = 2—14 und wy = f(23) = 1 — 2¢ sind Spiegelpunkte beziiglich K’, denn die
Gerade K’ hat Steigung —1 und die Gerade durch w; und w3 Steigung 1, und der Mittelpunkt
3 — i3 der Strecke wyws liegt auf K'.

w; und wy = f(z2) = 4/5 — 3i/5 sind Spiegelpunkte beziiglich C’, denn sie liegen auf
demselben Strahl {w(t)| w(t) = wg + t(w1 — wg), t > 0} mit Anfangspunkt wg, und es gilt

Vio 1 1,

(oder

|wy —wol| - Jwy —wg| = — - —====r
2 V10 2
Y v
Z w
11
_ z+1 Kl ¢
z—1
x we waNs 1 u
- W2
WO °~ ~
w7 \\\;o w1
26 ws L7
.
.
.
.
w3 s

Mit Hilfe von Spiegelpunkten wollen wir die gebrochen linearen Transformationen bestimmen,
die die obere z-Halbebene auf das Innere K = {w||w| < 1} des Einheitskreises und einen
Punkt 2z = xg +iyo der oberen Halbebene auf den Nullpunkt wy = 0 abbilden.

Die z-Achse als Rand der oberen z-Halbebene mufl auf den Einheitskreis 0K abgebildet
werden. Wegen f(z9) = wp ist das Bild des Spiegelpunktes 2z; = Zy beziiglich der z-Achse
der Spiegelpunkt von wg = 0 beziiglich des Einheitskreises, also w; = co. Damit ergibt sich

zZ— 20
w=k

z =7

mit einem zu bestimmenden Faktor k € C. Fir z =2 € R ist w = f(z) € 9K, also |w| =1,
d.h.

z— 292 x —x0)% 4+ 93
T e R et
@0l + 08

zZ—=20
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und daraus folgt

i 2 — 20
w=e* "—.
zZ— 20

Soll z.B. noch der Punkt z; = co auf wy (mit |w;| = 1) abgebildet werden, dann folgt

Z— 20
w = wp —.
Z— 20
Aufgaben:
6.4.1 Man zeige, dafl das Doppelverhéltnis bei jeder gebrochen linearen Transformation invariant
bleibt.
6.4.2 Sei .
w:f(z):zzzid mit ad — be # 0.
Man zeige:

(a) Hat f(z) mehr als 2 Fixpunkte, dann ist f(z) die Identitét.
(b) Ist z = oo Fixpunkt von f(z), dann ist f(z) eine ganze lineare Transformation.
6.4.3 Man bestimme die gebrochen lineare Transformation w = f(z) mit
z | 0 | 00 | 1
w|0]-1—i]1+i °

die Fixpunkte von f(z) und das Bild der Geraden z =iy, y € R.

6.4.4 Sei w = f(z) eine gebrochen lineare Transformation. Man zeige:
Bildet f (z) die obere z-Halbebene auf die obere w-Halbebene ab, dann gilt

az+b
cz+d

w= f(z) = mit a, b, ¢, deR und ad—bc>0.

6.5 Die Joukowski-Funktion

In Beispiel 6.1.4 wurden Stromlinien bei einer durch einen Kreis gestérten gleichformigen Stro-
mung bestimmt. Die dort benutzte Joukowski!-Funktion

1

w= f(z) = §<z+%>, z#0, (6.5.1)

ist auch wichtig fiir Anwendungen in der Luftfahrttechnik, speziell fiir die Bestimmung geeigneter
Tragflachenprofile.

Die Abbildung hat wegen

1 1 1
z:—(z+—> = =24 - = P2=1 = z=+=1
z V4

2
_l 1
=373

genau zwei Fixpunkte, die wegen
f'(z)

gleichzeitig kritische Punkte sind. Fir alle anderen Werte von z # 0 ist die Ableitung ungleich

Null, die Abbildung also konform. Allerdings erkennt man sofort aus

1 1
w=f(z)=§<z+f> = 2wr=2"+1 <= 2> —2wz+1,
z

=0
z=%1

! Nikolai Jegorowitsch Joukowski (1847 — 1921), russischer Aerodynamiker
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dafl jedes w # %1 genau zwei Urbilder

S VaE T d W w?— (Vw2 -1)%2 1
21 =w w? — md zm=w—-Vui—-1=— YY"~ _ —
' : w4+ Vw2 —1 2

besitzt. Zur Beschreibung der Funktion benotigt man also an Stelle der w-Ebene eine Riemann-
sche Fldache mit zwei Blattern, die z.B. langs —1 < uw < 1 aufgeschnitten und kreuzweise
verheftet werden.

Wir untersuchen nun die Abbildung eines Polarkoordinatennetzes in der z-Ebene, d.h. der
Kreise |z| =r = const. und argz = ¢ = const. Einsetzen von

. 1 . 1 .
z=re? und w=u-+1iw== (re“" + *67W>
2 r
in (6.5.1) und die Euler-Formel ergibt
1

1 1 1y .
u=7(7“+7>cos<p und v=7<r77>s1n<p.
2 r 2 r

— Fiir den Einheitskreis, d.h. 2 =1-¢%, 0< o < 2w, ist w=cosp, v=0,dh, als
Bild ergibt sich die zweimal durchlaufene Strecke —1 < u < 1.

— Fiir einen Kreis mit Radius r > 1 erfiillen die Bildpunkte die Ellipsengleichung

u? v?

e 6]

Das Bild ist also eine Ellipse mit Mittelpunkt w = 0, den Halbachsen

1<+1> b
a=—(r+- ==
2 r)’ 2

und den Brennpunkten w = +1
1 2
(Wegene:\/a27b2=§\/(7“+1/r))27(rfl/r) =1).

— Der Kreis mit Radius 1/r < 1 wird auf dieselbe Ellipse (mit entgegengesetztem Durch-
laufsinn) abgebildet.

3 =cos? p +sinp = 1.

— Fiir die positive z-Achse, d.h. z =ret®, 0<r < oo, ist

1 1
u:—<r+—), 0<r< oo, v =0,
2 r

d.h., als Bild ergibt sich der zweimal durchlaufene Strahl 1 < w < oco. Analog erhélt
man fiir die negative x-Achse, d.h. ¢ = , als Bild den zweimal durchlaufenen Strahl
—o<u<-—1.

— Fir die positive y-Achse, d.h. ¢ =7/2, ist

1 1
—0, v=—(r—=).
“=r vy (T 7’>

Als Bild ergibt sich also die ganze (einmal durchlaufene) v-Achse. Analog ist das Bild der
negativen y-Achse, d.h., mit ¢ = 37/2, ebenfalls die ganze v-Achse.
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— Fiir einen anderen Strahl vom Ursprung aus, d.h., mit ¢ = ¢q # 0, 7/2, m, 37/2, erfiillen
die Bildpunkte die Hyperbelgleichung

i~ = D] ) =
_ = |=(r — — | =(r—- = =1.
cos2py sin®p, 12 r 2 r

Das Bild ist also eine Hyperbel mit Mittelpunkt w = 0, den Halbachsen

a = | cos o, b = |sin g,

den Brennpunkten w = +£1 (wegen e = Va?>+b = 1) und den Asymptoten
v = *£(tan pg)u.

Da f(z) (auBer in £1) konform ist, schneiden sich die Ellipsen und Hyperbeln jeweils senkrecht.

Y v

=

Wir betrachten nun eine glatte Kurve C in der z-Ebene durch zg = 1 und die ebenfalls glatte
Bildkurve C’ durch wy = 1. Sei ¢q der Winkel zwischen C und der positiven z-Achse und 6, der
Winkel zwischen C" und der positiven u-Achse. Die Joukowski-Funktion ist in z # 0 holomorph.

Aus
1 1 1 k! (—1)*K!
! = (1-— =0 (*) = (- = k>2
f (Z) z=1 2( 22> z=1 ’ f (Z) z=1 2( ) Zk+1 z=1 2 ' -7
ergibt sich als Taylor-Reihe um z =1 mit f(1) =1
1 o0
w-1=f() = 1= 5 3 (ke -
k=2
und damit 1 1
w—
lim——— == € R.
MG 2c
Andererseits ist 0
w—1 _ pe” p £i(0-2¢)

(z—1)2 T r2ei2e g2
d.h. 0 — 2p fiir z— 1 bzw. 0y = 2. Die Winkel bei z5 = 1 werden also verdoppelt.
Ist nun C ein Kreis mit Mittelpunkt zq = xg + iy, yo > 0, durch z; = 1 und mit innerem

Punkt 2z, = —1, dann bilden die beiden in z; = 1 zusammenstolenden Kreishégen von C den
Aulenwinkel 7, die Bilder damit den Winkel 27. C’ hat also in z; = 1 eine ,,Spitze“. C schneidet
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den Einheitskreis in einem weiteren Punkt, C’ also das Intervall —1 < u < 1, und da 2z = —1
innerer Punkt von C ist, ist wy = f(z2) = —1 innerer Punkt von C’. Die Bildkurve C’ heifit
Tragfliigel- oder Joukowski-Profil. Die Stromung um ein solches Profil 148t sich also zu einer
Stromung um einen Kreis transformieren.

o w=3(+9)
_lk/l x

Aus (6.5.1) erhélt man mit

g 1( i +x—iy>
u W=\ 1
2 YTy

die Aquipotentiallinien

1
U= 5(1 + 2 +y2> = const.

und die Stromlinien

Yy 1 7
v = 5(1 — W) = const.

der zu der Joukowski-Funktion als komplexem Potential zugehorigen Stromung. Fiir v = 0 besteht
die Stromlinie aus der Geraden y = 0 und dem Einheitskreis (siche die Abbildung in Beispiel
6.1.4).

Aufgaben:
6.5.1 Man zeige, daf die Joukowski-Transformation w = f(z) = z +a?/z, a € R, in der Form

w—?ai(z—a)Q

w+2a \z4a
dargestellt werden kann.
6.5.2 Man gebe Parameterdarstellungen der Bilder der positiv orientierten Kreise |[z| = r mit
r<1,7=1,7>1 sowie der Strahlen z(t) = te®, ¢ > 0, unter der Joukowski-Transformation

an.
6.5.3 Seic>0,w=f(2)= g(er %)4
(a) Man bestimme die Bilder der Kreise |z| = r unter der Abbildung f(2).

(b) Gegeben sei die achsensymmetrische Ellipse mit Mittelpunkt w = 0, der Hauptachse a
und der Nebenachse b = v/a? — ¢2. Man bestimme ihr Urbild unter der Abbildung f(z).

6.5.4 Gegeben sei eine zur x-Achse parallele gleichférmige Stromung mit Geschwindigkeit V > 0,
die durch die Ellipse mit der Parameterdarstellung z(t) = 3cost + 2isint, ¢ € [0, 27), gestort
wird.

(a) Man bestimme das komplexe Stromungspotential.
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(b) Man gebe die Geschwindigkeit in einem Punkt z = z + iy und speziell auf der Ellipse
an.

Anleitung: (Zu (a):) Durch die Umkehrtransformation z; = f~1(2) zu Aufgabe 6.5.3 erhilt
man (mit einem geeigneten ¢ > 0) eine Stromung, die durch einen Kreis mit Radius r gestort
wird, also das Problem aus Beispiel 6.1.4 mit der zugehérigen Transformation w = f(z1).
dw  dw/dz

Z :) Beach — = .
(Zu (b):) Beachte &~ dojdn

6.6 Die Schwarz-Christoffel-Transformation

Wir haben schon einige Funktionen kennengelernt, die ein bestimmtes Gebiet G der z-Ebene auf
die obere w-Halbebene abbilden. Das gilt nach Beispiel 1.16 fiir die Funktion w = e¢* und den
Streifen G = {z+iy|z € R, 0 < y < w} und nach Beispiel 1.9 und fiir beliebiges n € N fiir die
Funktion w = 2" und den unbeschriinkten Sektor G = {re®|r >0, 0 < ¢ < m/n}.

Im folgenden stellen wir eine Transformation vor, deren Umkehrtransformation ein gegebenes,
durch einen geschlossenen oder unbeschriankten Streckenzug mit endlich vielen Ecken begrenz-
tes einfach zusammenhéngendes Polygon in der w-Ebene auf die obere z-Halbebene und dabei
speziell den Rand des Polygons auf die z-Achse abbildet. Der Rand sei so orientiert und die
Bezeichnung der n Ecken {wy, ..., w,} so gewéhlt, dal sie mit wachsendem Index durchlaufen
werden und dabei das Innere des Polygons zur Linken liegt. Ist das Polygon unbeschrankt, dann
setzt man w,, = oo.

v v B3

oz = oo
b

2 o
wz 4
u u
Beschrénktes Polygon Unbeschréanktes Polygon

Beim Durchlaufen einer Ecke wy # oo éndert sich die Richtung um den ,,Auflenwinkel“ [,
wobei wie iiblich der Winkel entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn gerichtet sein soll. Ist wj eine
yeinspringende® Ecke, d.h., die Verbindungsstrecke der vorherigen und der nachfolgenden Ecke
liegt nicht im Polygon, dann ist dementsprechend der zugehorige Aulenwinkel negativ. Bei einem
einmaligen Durchlauf des Randes eines geschlossenen Polygons beschreibt der Richtungsvektor
einen Kreis, d.h., die Summe der Auflenwinkel ist 27. Analog ordnen wir bei einem unbeschrank-
ten Polygon der Ecke w,, = co den AuBenwinkel G, zu, der die Summe der iibrigen Auflenwinkel
zu 27 erganzt. Fir die (aus der Elementargeometrie der Ebene bekannten) ,Innenwinkel® ay
an den Ecken wy, 1 <k < n, eines geschlossenen Polygons gilt natiirlich

ap=m—L0 1<k<n, und Zakz(an)w.
k=1
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Beispiele:
6.6.1 Der Halbstreifen G = {u +iv|u > 0,0 < v < 7} ist Y " W
ein unbeschranktes Polygon mit den Ecken w; = im, !

.

wy = 0 und w3 = oo und den zugehorigen Auenwin- B1 &
keln 81 =032 =73, B3=m. g £ —o-

w2

6.6.2 Sei m € N, m > 2. Der Sektor v w
G = {re®|r > 0,0 < ¢ < 7/m} ist ein unbe- 3
schranktes Polygon mit den Ecken w; =0, wy = o0 g o
und den zugehorigen AuBlenwinkeln [ = m — 7/m, cowe
Bo =m+m/m. w1 | Ar/4
’,\/131 v
6.6.3 Analog dazu kann man den Streifen v w
Gg={u+ivlueR,0<v <7} als ,Zweieck® ul
mit den Ecken w; = wy = oo und den zuge- » /ﬁ\l
horigen AuBlenwinkeln [; = 5o = m auffassen. S g £ oo- )
U,HQ w1
U
Wir betrachten zunéchst geschlossene Polygone:
Satz 6.6.1: Seien a,b,zg € C mit Im(z) >0, 21,...,2, €ER mit —c0o <21 <...< 2z, <0
n
und By, € [-m,m|, 1 <k <n, mit Y B =2r. Dann bildet die Schwarz-Christoffel?>-Trans-
k=1
formation
w=f —a/ ¢ —zk) ﬁk/”dCer
2

0 o= 1
die (offene) obere Hilfte der z-Ebene auf das Innere des geschlossenen Polygons in der w-Ebene
mit den Ecken wy = f(z1), ...,w, = f(2,) und den zugehérigen Aufenwinkeln (1,...,0Bn
sowie die x-Achse auf den Rand des Polygons ab.

Wir wollen hier den Beweis des Satzes nur skizzieren: Die Wahl von z; beeinfluf3t nur die Kon-
stante b. Wir wihlen z; € R mit 2y < z; und als Integrationsweg die z-Achse mit der
Parameterdarstellung z(t) = t, t € R. Fiir die zugehorigen Bildpunkte gilt

+ n
7a/ ¢ — z) ﬂ"/”dC—i-b
20 f= 1

und damit
(t — Zk)iﬁk/ﬂ.

==

w(t) =a

k=1

Fiir die Richtungsénderung bei Durchlaufen der Kurve w(t) im Punkt w(ty) erhalt man also

n

argw(ty) = arga — Y | B arg(to — 21).
=17

2 Elwin Bruno Christoffel (1829 — 1890), deutscher Mathematiker
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Wir zeigen nun, daff das Bild der z-Achse unter der Transformation ein Streckenzug mit n Ecken
ist, und dafl an den Ecken die vorgegebenen Auflenwinkel auftreten:

Sei kg € Nmit 1 < ky<n—1 Wegen 2z < z5 < ... < z, gilt fir ein beliebiges ¢t € R mit
2y < t < Zlo+1

t—2>0, ..., t—25>0, t—2441 <0, ..., t—2,<0
und damit
0 firl<k<k
arg(t — z,) = .
T furkg+1<k<n
d.h.

argu(t) =arga— Y Sy
k=ko+1

Analog folgt fiir —co <t <z

arg(t) = arga — »_ By = arga — 27 = arga
k=1
und fiur z, <t < oo
argw(t) = arga.

In jedem der Intervalle (0o, z1), (21,22), - -, (2n_1,2n), (2n,00) ist also argw(t) konstant und
damit w(t) ein Geradenstiick. Auerdem sind {w(t)] —oo <t < z1} und {w(t)| 2z, <t < oo}
zueinander parallel.

Die Richtungséinderung von w(t) im Punkt zy, ist

lim argw(t) — lim argw(t) = <arga— zn: ﬂk) - <arga— zn: ﬁk> = Bk,

t—zp t—2zg
0 ‘0 — —
>z, t<zy, k=ko+1 k=ko

und damit gleich dem gewiinschten Auenwinkel an der Ecke f(zy,). Analog erhilt man den
AuBlenwinkel 3, an der Ecke w,,.
Mit Hilfe der Beziehung

/w [1t—z)/™at=0

k=1
kann man zeigen, daf3
lim w(t) = lim w(t) :=wo € C
t——o0 t—o0

gilt, der Streckenzug also geschlossen ist.

Durch eine geschickte Transformation kann man einer der Polygonecken das Urbild z = oo

zuordnen: Seien 21,...,2, € R mit 2, < zp11, 1 <k <n, und ¢* := (2, — ¢)~!. Dann gilt
d
(=) wd =)
und

==

Sh=2r = ()=

k=1 k
Fir 2f:= (2, — )" !, 1 <k <n, gilt

@) = dc=(T1e) 7 )ac

1 k=1

* *
2k < Zk+41 = =2k > 2y~ 21 > 2 < %y,
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d.h., die Transformation dndert die Orientierung der reellen Achse nicht. Fir die Schwarz-Chris-
toffel-Transformation erhélt man dann

w*a/ H C—z) ﬁ"/”d{—&—b
C
=aqa / ﬁ ( _ (C*)*l + Zn — Zk) 7[}’0/'” ((*) i dC* -+ b
C
< 14 (o zk))ﬂm} < 14 (o zn))fﬂ"/ﬂ A +b

— o W”/lf[(—ug —zk)>7ﬁk/wdg“*+b

n—1

= (a(*l)’ﬁ"/” [1 (0 — ) ﬁ“”) / ﬁ ( *zk)’lﬂ*)fﬂk/ﬁ dC* +b

k=1 k=1
n—1
=a*/ T1(C = 2) ™/ d¢* + b,
c k=1

Ein unbeschranktes Polygon in der w-Ebene (mit der Ecke w = oo) lafit sich durch eine
Schwarz-Christoffel-Transformation erzeugen, indem man den zugehérigen AuBenwinkel 5, > 7
einsetzt. Ublicherweise wahlt man als zugehériges Urbild z, = oo.

Im allgemeinen will man ein gegebenes Polygon in der w-Ebene auf die obere z-Halbebene
abbilden. Die AuBenwinkel sind festgelegt, und jede entsprechende Schwarz-Christoffel-Transfor-
mation ergibt ein Polygon, dessen Seiten nach einer geeigneten Drehung zu denen des Ausgangs-
polygons parallel sind. Durch geeignete Wahl der Konstanten a und b, die in der Formel eine
Drehstreckung und eine Parallelverschiebung bewirken, erhélt man ein Polygon, das zumindest in
einer Seite mit dem Ausgangspolygon iibereinstimmt. Die Aufgabe besteht nun darin, die Punk-
te zp auf der x-Achse zu bestimmen, fir die auch die anderen Polygonseiten die richtige Lénge
haben. Die Lésung dieses sogenannten , Parameterproblems® ist im allgemeinen sehr kompliziert.

Beispiele:
6.6.4 Im Beispiel 6.6.3 ergibt sich mit z; = 0 und z9 = oo fiir die Schwarz-Christoffel-Transformation

w:a/zfldz—i-b:aan—&-b,

also die Umkehrfunktion von e*.

6.6.5 Im Beispiel 6.6.2 ergibt sich mit z; = 0 und 25 = oo fiir die Schwarz-Christoffel-Transformation
w=a / 2 gy 4 b = maz/™ + b,

also die Wurzelfunktion.

6.6.6 Gegeben sei das Dreieck mit den FEcken w; = v w
0, wa = 1 und w3 und den zugehoérigen Innen- R
winkeln a1, a9 bzw. az. Gesucht ist die Abbil-
dung, die die offene obere z-Halbebene auf das In-
nere des Dreiecks abbildet. Setzt man zy = 0, wi| (e as B2
z1 = 0, 20 = 1 und 23 = oo, dann ergibt sich mit den ,éljﬁl w2 u

zugehorigen Auenwinkeln 1 =7 —a; und fo =7 — an

w=f(z)=a /AZ C(71+a1/7r)(4 _ 1)(71+a2/7r) dC+b=a* /Az C(al/w—l)(l _ C)(az/wfl) d¢ +b.
0 0



6.6 Die Schwarz-Christoffel-Transformation 265

6.6.7

6.6.8

Mit f(0) =0 folgt b=0. Mit f(1) =1 und dem Zusammenhang zwischen der Betafunktion

1
B(z,y) :/0 N1 — )L de

und der Gammafunktion

o0
T'(2) =/ t*letdz
0

1 (%

I
B(ay /m, 042/71') (%) (a

Sei ¢ > 0. Gegeben sei das Gebiet

G:={w=u+w—c<u<ecv>0}. Gesucht w
ist die Abbildung, die die offene obere z-Halbebene
auf G abbildet. Mit 23 = —1, 29 = 1 und 23 = oo,

(siehe z.B. [2]) folgt

\_/

at =

=a|,°

den Ecken wy = —¢, we = ¢, wg = oo und den g
zugehorigen AuBlenwinkeln ) = B3 = 7/2 ergibt sich
w1 2
w=f(z)=a /(z STV 1) 2 dz b v "
B
*a/L—&—b*aamsinz—&-b
V122 ’
Aus -
—c = f(-1) = aarcsin(—1) + b = —gat b

und

= f(1) = aarcsin(l) + b= ga+b

folgt =0 und a = 2¢/m und damit
2c . . Tw
w = — arcsin z bzw. z =sin —.
s 2c

Zur Bestimmung der Aquipotential- und der Feldlinien am Rand eines Plattenkondensators
betrachtet man die Abbildung, die die offene obere z-Halbebene auf die geschlitzte obere
Halfte der w-Ebene G := {w = u-+iv|v > 0}\ {u+i|u > 0} abbildet. G fafit man als Inneres
eines Polygons mit den Ecken w; = oo, we =i, w3 = 0o und den zugehorigen Auenwinkeln
b1 =m, Po=—m, (B3=2m auf.

Y v
Z B, w
0- .
w=e PN G
wo =1 C/
g ? O
w] = 00
e | e c w = f(2)
z1|=0 29 =1 €T CI u

1

Setzt man zg =1, 21 =0, 20 =1 und 23 = 0o, dann erhélt man

w:a/;ZC*I(C*I)ldCJFb:a/j(1—%)dC+b:a('Z*an71)+b‘

Aus i=wy=f(1)=a(l—Lnl—1)+b=> folgt b=1.
Fir C3: 1l=m <z <oo=z2 gilt f(r) =u+i mit ue R, dh, a(x—Lnz-—1) ist
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reell und damit gilt auch a € R.
Fiir C;: —co<x <2 =0 ist f(z) € R. Speziell z.B. fir « = —1 ergibt sich

f(-1)=a(-2—-Ln(-1)) +i=a(—-2—In|—1| —im) +i=—2a+i(l —am) € R,

also 1 —ar =0 bzw. a = 1/7. Damit erhalten wir

w:l(z—an—l)—i-z'.
™

Die Abbildung f1(¢) := ¢ bildet den Streifen {¢ =& +in|0 <n < w} auf die obere Hilfte
der z-Ebene ab. Damit folgt fiir die zusammengesetzte Funktion

£(0) = (fo f)(C) = %(é—c—l) +i= %(ef“"—s—m—lm

und fiir Realteil u bzw. Imaginérteil v
LY LR
u==(efcosp—&—1) und v=—(e*sinn—n)+1. (6.6.1)
™ ™

FaBt man die Umkehrfunktion f; ' als elektrostatisches Potential auf, dann sind nach Bei-
spiel 6.1.6 die Aquipotentiallinien gegeben als Urbilder der Geraden & = C; = const. und die
Feldlinien als Urbilder der Geraden 1 = Cy = const.. Mit (6.6.1) erhalten wir als Parameter-
darstellungen der Aquipotentiallinien

1 1
u=—(e"cosCy —E—1), v=—(eSsinCy—Co)+1, £€R,
w ™
und als Parameterdarstellungen der Feldlinien
1 . Lo
u=—(e"tcosn—C;—1), v=—(e"tsinn—n)+1, neR.
m ™

Durch Spiegelung an den reellen Achsen erhilt man den dargestellten Verlauf der am Rand
eines Plattenkondensators auftretenden Aquipotential- und Feldlinien.

v

[
1
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Aufgaben:

6.6.1

6.6.2

6.6.3

Gegeben sei der Streifen {u+iv|u € R, 0 < v < 7} und die ,Ecken® w; und wy wie in Beispiel
6.6.3. Mit Hilfe der Schwarz-Christoffel-Transformation bestimme man Funktionen z = f(w),
die den Streifen auf die obere z-Halbebene abbilden, durch Wahl von

(a) 21 =0, 22 = o0, (b) 21 =00, 29 = 0.
Sei ¢ > 0. Mit Hilfe der Schwarz-Christoffel- v W
Transformation bestimme man eine Funktion G
w = f(z), die die obere z-Halbebene auf das wa|= ic
Gebiet )
G = {ut+iv|u <0, v > 0}U{ut+iv|u>0,v > c}
abbildet.

wi[=0 u

Mit Hilfe der Schwarz-Christoffel- v W
Transformation bestimme man eine Funktion G
w = f(z), die die obere z-Halbebene auf das Ge- T

biet G = {u+iv|ju € R, v > 0}\{iv|]0 <v <7}
abbildet (,,Blitzableiterproblem*).

[lwi =w3 =0
| U




