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15 Integraltransformationen

15.1 Begriff der Integraltransformation

15.1.1 Allgemeine Definition der Integraltransformationen

Unter einer Integraltransformation versteht man einen Zusammenhang zwischen zwei Funktionen f (t)
und F(p) der Form
+oo

F(p) = / K(p,t)f(t)dt. (15.1a)
Die Funktion f(t) heiBt Originalfunktion, ihr Definitionsbereich Originalbereich. Die Funktion F(p)
nennt man Bildfunktion, ihren Definitionsbereich Bildbereich.
Die Funktion K (p, t) heiit der Kern der Transformation. Wihrend es sich bei ¢ um eine reelle Verdnder-
liche handelt, ist p = 0 + iw eine komplexe Variable.
Eine abgekiirzte Schreibweise erhélt man durch Einfiihrung des Symbols 7 fiir die Integraltransforma-
tion mit dem Kern K (p, t):

F(p)=T{f(t)}. (15.1b)

Man spricht kurz von 7-Transformation.

15.1.2 Spezielle Integraltransformationen

Fiir unterschiedliche Kerne K (p, t) und unterschiedliche Definitionsbereiche erhélt man unterschied-
liche Integraltransformationen. Die verbreitetsten sind die LAPLACE-Transformation, die LAPLACE—
CARSON-Transformation sowie die FOURIER-Transformation. In Tabelle 15.1 ist ein Uberblick iiber
Integraltransformationen von Funktionen einer Veranderlichen gegeben. Hinzu kommen heute vor al-
lem bei der Bilderkennung oder bei der Charakterisierung von Signalen noch weitere Transformatio-
nen wie die Wavelet-Transformation, die GABOR-Transformation und die WALSH—Transformation
(s. 15.6, S. 8051t.).

15.1.3 Umkehrtransformationen

In den Anwendungen ist die Riicktransformation einer Bildfunktion in die Originalfunktion von unmit-
telbarem Interesse. Man spricht auch von Umkehrtransformation oder inverser Transformation. Bei
Benutzung des Symbols 7 ! schreibt sich die Umkehrung der Integraltransformation (15.1b) gemif

f@&)=T{F(p)}. (15.2a)
Der Operator 7! heiBt der zu 7 inverse Operator, so daB gilt:
T HT{fO} = f(2). (15.2b)

Die Bestimmung der Umkehrtransformation bedeutet, die Losung der Integralgleichung (15.1a) zu su-
chen, in der die Funktion F(p) gegeben ist und die Funktion f(¢) gesucht wird. Wenn eine Losung
existiert, kann sie in der Form

() = T {F ()} (15.2¢)
geschrieben werden. Die explizite Bestimmung der inversen Operatoren fiir die verschiedenen Integral-
transformationen, d.h. fiir verschiedene Kerne K (p,t), gehort zu den grundlegenden Problemen der
Theorie der Integraltransformationen. Der Anwender benutzt zur Losung seiner Probleme vor allem

die in entsprechenden Tabellen angegebenen Korrespondenzen von zusammengehorigen Bild- und Ori-
ginalfunktionen (Tabelle 21.14.1, 21.14.2, 21.14.3 und 21.14.4).
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Tabelle 15.1 Ubersicht iiber Integraltransformationen von Funktionen einer Veréinderlichen

Ordnung

STIELTJES
Transformation

Transformation | Kern K (p, t) Symbol Bemerkung
LAPLACE— 0 firt<o _ 7;pf, _ .
Transformation {67‘” fir t >0 L{fm} = J e f(t)dt p=otiw
o . Ly{f) 1)} = LLF0)}
Zweiseitige o bei
LAPLACE culf0) = [ ey Jobel
Transformation oo 1(t) = {1 fir £ > 0
Endliche 0 firt<o0
LAPLACE— e P fir 0<t<a |[Lf()}= / e PLf(t)dt
Transformation 0 firt>a
Die CARSON—Trans-
LAPLACE— 0 fir £ <0 0 formation kann auch als
CARSON —pt g c{fit)} = /pefptf(t)dt zweiseitige oder endliche
: . pe Pt fiir t >0 .
Transformation 0 Transformation auf-
treten.
b T
OURIER it _ —iwt _ .
Transformation ¢ FUW} = / e B)dt p=otiv 7=0
—00
Einseitige 0 fiir £t <0 o
FOURIER- 1S F{ft)} = /e_mf(t)dt p=oc+iv o=0
. e fir t >0
Transformation 0
Endliche 0 fir t <0
FOURIER— eWifiir 0<t<al|F{f)}= /f"‘“"f( Hdt  |p=o0+iw oc=0
Transformation 0 firt>a )
FOURIER . o0
. 0 fir t <0 )
Kosinus ) {R () fiir ¢ > 0 F{f(t) / t)coswtdt |p=o0+iw oc=0
Transformation 0
FOURIER-Sinus 0 fir t <0 B 7 . - . _
Transformation {Im( wt) fiir ¢ >0 F{f0)} = /fﬁ) sinwtdt |\p=o+iv o=0
0
MELLIN— 0 firt<0 _ T p—1
Transformation {7‘" U ir t >0 M)} = /t f()dt
0
HANKEL ) 0 p=otiv w=0
. . 0 fir t <0 -~ J,(ot) = BESSEL-Funk-
Tranisformatmn {tJ,,(at) fiir ¢t >0 HAS®)} = /t‘]”(gt)f(t)dt tion erster Art v-ter
v-ter Ordnung 0
{ p
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15.1.4 Linearitit der Integraltransformationen
Sind f)(t) und fo(t) transformierbare Funktionen, dann gilt

T{kifi(t) + ko fo(t)} = R T{fr(t)} + k2T { fa(t)}, (15.3)
wobei k1 und ks beliebige Zahlen sein konnen. Das bedeutet, daf} eine Integraltransformation eine li-
neare Operation auf der Menge T' der 7 —transformierbaren Funktionen darstellt.

15.1.5 Integraltransformationen fiir Funktionen von mehreren
Veridnderlichen

Integraltransformationen fiir Funktionen von mehreren Verdnderlichen werden auch Mehrfach—Inte-
graltransformationen genannt (s. [15.14]). Am verbreitetsten sind die zweifache LAPLACE-Transforma-
tion, d.h. die LAPLACE-Transformation fiir eine Funktion von zwei Verinderlichen, die zweifache LA-
PLACE—CARSON-Transformation und die zweifache FOURIER-Transformation. Mit dem Symbol £ fiir
die LAPLACE-Transformation lautet die Definitionsgleichung

S

Fip.q) = L@yt = [ [ e wf(a,y) dady. (15.4)

2=0 y=0

15.1.6 Anwendungen der Integraltransformationen

1. Prinzipielle Bedeutung Neben der groien theoretischen Bedeutung, die Integraltransformatio-
nen in solchen grundlegenden Gebieten der Mathematik wie der Theorie der Integralgleichungen und
der Theorie der linearen Operatoren besitzen, haben sie ein breites Anwendungsfeld bei der Losung
praktischer Probleme in Physik und Technik gefunden. Methoden mit dem Einsatz von Integraltrans-
formationen werden héufig Operatorenmethoden genannt. Sie eignen sich zur Lésung von gewdhnlichen
und partiellen Differentialgleichungen, von Integralgleichungen und Differenzengleichungen.

2. Schema der Operatorenmethode Das allgemeine Schema des Einsatzes der Operatorenme-
thode mit Integraltransformation ist in Abb.15.1 dargestellt. Die Losung eines Problems wird nicht
auf direktem Wege durch unmittelbare Losung der Ausgangsgleichung gesucht; man strebt sie vielmehr
iiber eine Integraltransformation an. Die Riicktransformation der Losung der transformierten Losung
fithrt dann auf die Losung der Ausgangsgleichung.

Gleichung der Losung der | i
Aufgabe > Aufgabe ™ Gleichgung » Ergebnis
Transformation Inverse Transformation
Losung tiber die transformierte Losung der
Transformation Gleichung > transfqrmlerten
Gleichung

Abbildung 15.1

Die Anwendung der Operatorenmethode zur Losung gewthnlicher Differentialgleichungen besteht in
den folgenden drei Schritten:

1. Ubergang von einer Differentialgleichung fiir die unbekannte Funktion zu einer Gleichung fiir ihre
Transformierte.

2. Auflgsung der erhaltenen Gleichung im Bildbereich, die im allgemeinen keine Differentialgleichung
mehr ist, sondern eine algebraische Gleichung, nach der Bildfunktion.
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3. Riicktransformation der Bildfunktion mit Hilfe von 7! in den Originalbereich, d.h. Bestimmung
der Originalfunktion. B

Die Schwierigkeit der Operatorenmethode liegt oft nicht in der Lésung der Gleichung, sondern im Uber-
gang von der Funktion zur Transformierten und umgekehrt.

15.2 Laplace—Transformation

15.2.1 Eigenschaften der Laplace—Transformation
15.2.1.1 Laplace—Transformierte, Original- und Bildbereich

1. Definition der Laplace-Transformation Die LAPLACE-Transformation

oo

i)} = [ st dt = Fp)

0

(15.5)

ordnet einer gegebenen Funktion f(t) der reellen Verénderlichen ¢, Originalfunktion genannt, eine an-
dere Funktion F(p) der komplexen Verinderlichen p zu, die Bildfunktion genannt wird. Dabei wird
vorausgesetzt, daB die Originalfunktion f(¢) in ihrem Definitionsbereich ¢ > 0, dem Originalbereich,
stiickweise glatt ist und fiir ¢ — oo nicht stérker als e** mit a > 0 gegen oo strebt. Der Definitionsbe-
reich der Bildfunktion F'(p) wird Bildbereich genannt.

Haufig wird in der Literatur die LAPLACE-Transformierte auch in der WAGNERschen oder LAPLACE—
CARsSONschen Form

Lwlf) =p [ f (0 dt = pF(p)
eingefiihrt (s. [15.15]).

2. Konvergenz Das LAPLACE-Integral £{f(t)} konvergiert in der rechten Halbebene Rep > «
(Abb.15.2). Die Bildfunktion F'(p) ist dann dort eine analytische Funktion mit den Eigenschaften

1. _lim F(p)=0. (15.7a)
Rep—oo

Jede Bildfunktion muf} diese notwendige Bedingung erfiillen.

2. lim pF(p) =A, (15.7b)

(p—o0)

falls die Originalfunktion f(t) einen endlichen Grenzwert lim f(t) = A besitzt.

(t—0)

Im
P & f(t)=sin t f(t)=sin(at)
1 1
o 2n
2n a
0 Rep 0 T 0 t
a) b)

Abbildung 15.2 Abbildung 15.3

3. Inverse Laplace—Transformation (Riicktransformation) Aus der Bildfunktion erhilt man
die Originalfunktion mit Hilfe der Umkehrformel
1 ctioo
CHFE)Y =5 |
{F)} = 5

c—ico

e F(p) dp = {f(t) fir t >0, (15.8)

0 fiir t <0.
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Der Integrationsweg dieses komplexen Integrals ist die Parallele Re p = ¢ zur imagindren Achse, wobei
Rep = ¢ > a gilt. Ist die Stelle ¢t = 0 eine Sprungstelle, d.h. ist tlinlo f(t) # 0, dann gibt das Integral

1
dort den Mittelwert §f(+0) an.

15.2.1.2 Rechenregeln zur Laplace—Transformation

Unter Rechenregeln versteht man im Zusammenhang mit Integraltransformationen die Abbildung von
Operationen im Originalbereich auf andere Operationen im Bildbereich.

Im folgenden werden Originalfunktionen stets mit kleinen Buchstaben bezeichnet, die jeweils zugehori-
gen Bildfunktionen mit den entsprechenden groBen Buchstaben.

1. Additions- oder Linearititssatz

Die LAPLACE-Transformation einer Summe ist gleich der Summe der LAPLACE-Transformierten, wo-
bei konstante Faktoren vor das LAPLACE-Integral gezogen werden konnen (Aq, ..., A\, Konstanten):

LIMF1E) + Aafo(t) + -+ A fu(®)} = MF1(D) + XaFo(p) + - + M Fu(p) . (15.9)

2. Ahnlichkeitssitze
Die LAPLACE-Transformierte von f(at) (a > 0, areell) ergibt eine LAPLACE-Transformierte, die gleich
der Transformierten der durch a dividierten Originalfunktion ist, aber mit dem Argument p/a:

1
Lflat)} = F (g) (a> 0, reell). (15.10a)
In Analogie dazu gilt fiir die Riicktransformation
1 t
F =-L (*)} . 15.10b
()= 2{s (; (15.100)

Die Abb.15.3 zeigt die Ahnlichkeitstransformation am Beispiel einer Sinusfunktion.
B Berechnung der LAPACE-Transformierten von f(t) = sin(wt). Die Korrespondenz fiir die Sinus-
funktion lautet £{sin(wt)} = F(p) = 1/(p* + 1). Die Anwendung des Ahnlichkeitssatzes liefert
1 w
L{sin(wt)} = F == = .
{sin(ut)} = Plofe) = £ s = oy
3. Verschiebungssitze

1. Verschiebung nach rechts Die LAPLACE-Transformierte einer um a (a > 0) nach rechts ver-
schobenen Originalfunktion ist gleich der LAPLACE-Transformierten der nicht verschobenen Original-
funktion, multipliziert mit dem Faktor e=?:

L{ft—a)} =e " F(p). (15.11a)

2. Verschiebung nach links Die LAPLACE-Transformierte einer um a nach links verschobenen
Originalfunktion ist gleich der mit dem Faktor e multiplizierten Differenz aus der LAPLACE-Trans-

a
formierten der nicht verschobenen Originalfunktion und dem Integral [ f(¢) e 7" dt:
0

ra
LUf(t+a)} = e {F(p) - [T dt] . (15.11b)
0
Die Abb.15.4 und 15.5 zeigen die Rechtsverschiebung einer Kosinusfunktion und die Linksverschie-
bung einer Geraden.

4. Diampfungssatz
Die LAPLACE-Transformierte einer mit dem Faktor e ™ geddmpften Originalfunktion ist gleich der
LAPLACE-Transformierten mit dem Argument p + b (b beliebig komplex):

L{e"f(t)} = F(p+b). (15.12)
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L fi(t) fi(t) fit)

ANSIWA N
VAR VAR

Abbildung 15.4 Abbildung 15.5

5. Differentiation im Originalbereich

Wenn die Ableitungen f'(t), f”(), ..., f®(t) fiir t > 0 existieren und die héchste auftretende Ablei-
tung von f(t) eine Bildfunktion besitzt, dann haben auch die niedrigeren Ableitungen einschlielich
f(t) eine Bildfunktion, und es gilt:

L{f't)} = p F(p) — f(+0),
LL()}y = p* F(p) — f(+0)p — f'(+0),

L{FM@0)} = p" F(p) = F(+0)p ! = f1(+0)p" 2 = -+ (15.13)
— f7D(+0) p — f@V(+0) mit
JO(+0) = Tim fO(t).

Aus der Gleichung (15.13) ergibt sich die folgende Darstellung des LAPLACE-Integrals, die zur genéher-
ten Berechnung von LAPLACE-Integralen genutzt werden kann:

_fH0)  f+0) 0 1w
ciry = o2 Do D () (15.14)
6. Differentiation im Bildbereich
L{t"f(t)} = (=1)"F")(p). (15.15)

Die n—te Ableitung der Bildfunktion ist gleich der LAPLACE-Transformierten der mit (—¢)™ multipli-
zierten Originalfunktion f(t):

L{=D" " fO}=FP(p)  (n=12..). (15.16)

7. Integration im Originalbereich
Die Bildfunktion eines Integrals iiber die Originalfunktion ist gleich der Bildfunktion der Originalfunk-
tion, multipliziert mit 1/p" (n > 0):

[Z{/t dn /Tl drs .. 70)” (T dTn} = {/t =D f(r)d } ]%F(p). (15.17a)
0 0 0

Im Spezialfall des gewoéhnlichen einfachen Integrals gilt:

L {/ f(r) dT} = %F(p)- (15.17b)
0

Im Originalbereich heben sich Differentiation und Integration gegenseitig auf, wenn die Anfangswerte
verschwinden.
8. Integration im Bildbereich

{ } /dp1 /dp2 7 F(py) dp, = o _1 i 7(,2 — )" F(2)dz. (15.18)

Pn—1
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Diese Formel gilt nur, wenn f(¢)/t" eine LAPLACE-Transformierte besitzt. Dazu mu8 f(z) fiir ¢t — 0
geniigend stark gegen Null streben. Als Integrationsweg kann ein beliebiger, von p ausgehender Strahl
gewihlt werden, der mit der reellen Achse einen spitzen Winkel bildet.

9. Divisionssatz
Im Spezialfall n = 1 von (15.18) gilt:

JOV_ T .
£{T} 7P/F(z) dz. (15.19)

[

Damit das Integral (15.19) existiert, muf der Grenzwert }m& o existieren.

10. Differentiation und Integration nach einem Parameter

c{af("”“)} _ IR 5 900 L{ /f(t,a) da} = /2F(t,a) da.  (15.20D)

da Oa

Mit Hilfe dieser Formeln kann man manchmal LAPLACE-Integrale aus bereits bekannten berechnen.
11. Faltung

1. Faltung im Originalbereich Als Faltung zweier Funktionen fi(z) und f(z) bezeichnet man
das Integral

Ji* f2= ./fl(T) - falt —7)dr. (15.21)
0

Die Gleichung (15.21) wird auch einseitige Faltung im Intervall (0, t) genannt. Eine zweiseitige Faltung
tritt bei der FOURIER-Transformation (Faltung im Intervall (—oo, 00)) auf (s. 15.3.1.3,9., S. 794).
Die Faltung (15.21) besitzt die Eigenschaften

a) Kommutatives Gesetz: fix fo=fax f1, (15.22a)
b) Assoziatives Gesetz: (fi * f2) * fs=f1 % (f2 % f3), (15.22b)
c) Distributives Gesetz: (fitfo)*x fs=/fix fa+ faxf3. (15.22¢)

Im Bildbereich entspricht der Faltung die ge-

g(t) wohnliche Multiplikation:
L{fi * fo} = Fi(p) - F2(p). (15.23)
\ In Abb.15.6 ist die Faltung zweier Funktionen
\/ t graphisch dargestellt. Man kann den Faltungs-
f(t) satz zur Bestimmung der Originalfunktion wie

folgt benutzen:
/ \ 1. Faktorisierung der Bildfunktion
F(p) = Fi(p) - Fa(p) -
(F+g)(t) 2. Ermittlung der Originalfunktionen f;(¢) und

fa(t) der Bildfunktionen Fj(p) und Fy(p) geméif

m Tabelle.
3. Bildung der Originalfunktion durch Faltung

\ J t von f1(t) mit fo(¢) im Originalbereich geméif
f(t) = f1(t) = f2(t) , die zur gegebenen Bildfunk-
Abbildung 15.6 tion F'(p) gehort.
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2. Faltung im Bildbereich (komplexe Faltung)

1 -'171in0
o J Fi(2) - Fa(p — 2) dz,

PR R0 = . et (15.24)
2 / Fi(p—2z)- F(p)dz.

Die Integration erfolgt lings einer Parallelen zur imagindren Achse. Im ersten Integral miissen z; und
p so gewihlt werden, da 2 in der Konvergenzhalbebene von £{ f1} liegt und p — z in der Konvergenz-
halbebene von £{ fo} . Entsprechendes gilt fiir das zweite Integral.

15.2.1.3 Bildfunktionen spezieller Funktionen
1. Sprungfunktion Der Einheitssprung bei ¢ = t, wird durch die Sprungfunktion (Abb.15.7)

(s. auch 14.4.3.2,3., S. 761), auch HEAVISIDEsche Sprung-oder Einheitsfunktion genannt,
1 fiir £ > to,
”“_%):{omrt<%' (to > 0) (15.25)
vermittelt.
) cosw t sinw ¢,
WA f(1) = ult — fo) sinet, F(p) = e~tor %ﬁg“mf’ (Abb.15.8).
W B: f(t) =u(t —ty)sinw (t — to), F(p) = e P o (Abb.15.9).
f(t) £(t) (t-t,) sin o (t-t,)
1 u(tty) u(t-t) sin ot
S E—
0|t t
Abbildung 15.7 Abbildung 15.8 Abbildung 15.9

2. Rechteckimpuls Ein Rechteckimpuls der Hohe 1 und der Breite T (Abb.15.10) entsteht durch
Uberlagerung zweier Sprungfunktionen in der Form

{0 fiir t <tg,

’II,T(t — f/n) = 71,(t — to) — U,(t —ty — T) =<1 fiir to <t <tyg+ T, (1526)

0 firt>ty+7T;
e~loP(1 — e~ TP)

3. Impulsfunktion (Diracsche Delta—Funktion) (s. auch 12.9.5, S. 705) Die Impulsfunktion
0(t — to) ist anschaulich als Grenzfall eines Rechteckimpulses der Breite 7' und der Hohe 1/7" an der
Stelle ¢ = t, interpretierbar (Abb.15.11):

Bt — 1) = Jim %[u(tfto) —ult —to—T)]. (15.28)
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£(t) £(t)
up(t-t,)
1
T
0] t T ¢t 0] t t+T ¢t
Abbildung 15.10 Abbildung 15.11

Fiir eine stetige Funktion h(t) gilt:

B h(to), falls tg innerhalb (a,b),
/h Ot —to) dt = {O, falls ¢y auBerhalb (a,b) . (15.29)

Beziehungen der Art

du(t — to)
dt ’

werden im allgemeineren Sinne in der Distributionstheorie untersucht (s. 12.9.5.3, S. 704).

5t —tp) = L{5(t—t))} =€  (t, >0) (15.30)

4. Stiickweise differenzierbare Funktionen Die Bildfunktionen stiickweise differenzierbarer Funk-
tionen lassen sich mit Hilfe der 6—Funktion leicht angeben:

Wenn f(t) stiickweise differenzierbar ist und an den Stellen ¢, (v = 1,2, ...,n) die Spriinge a,, hat, dann
ist ihre erste Ableitung in der Form

L() = fI(t) + ard(t —t1) + agd(t —t) + -+ and(t — t,) (15.31)

darstellbar, wobei in den Bereichen, in denen f(t) differenzierbar ist, f.(t) die gewohnliche Ableitung
von f(t) bedeutet.

Wenn Spriinge erst in den Ableitungen auftreten, gelten fiir diese ganz entsprechende Formeln. Auf
diese Weise lassen sich die Bildfunktionen zu Kurvenziigen, die sich aus Parabelbégen beliebig hoher
Ordnung zusammensetzen (empirisch gefundene Kurven wird man meist durch solche einfachen Funk-
tionen annéhern), ohne grofen Rechenaufwand angeben. Bei formaler Anwendung von (15.13) sind im
Falle einer Sprungstelle die Werte f(+0), f'(+0), ... gleich Null zu setzen.

WA f() = {at+bfﬁr0<t<t0,

0 sonst, . (Abb.15.12); f'(t) = au,(t) + bd(t) — (ato + b) d(t — to);

LIf(t)) = %(1 — ™) 4 b— (atg + b) e L{f(H)} = % [% bt <% +ato+ b)]
H B:

t fir 0<t<ty, 1 fiir 0<t<ty,
f(t) {Qtot fiir fo <t < 2f, (Abb.15.13) ; f'(t) = {1 fiir to<t<2f, (Abb.15.14);
0 fiir > 2t, 0 fiir t>2t,
"(t) = 8(t)=0 5 S(t=2t0); LLf"(1)} = 1=2e tore2or; L _ (et
J1(8) = 0(t)=0(t—to) —0(t—to)+0(t—2t0) ;  L{f"(t)} = 1-2e7"P+e*P; L{f(t)} = Y

Et/ty fir 0<t<tg,
E fiir to<t<T—
0 sonst ,

WC:f(t)= © (Abb.15.15);
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ft) £(t)
1
b 26
0 t
0l t, ot t
Abbildung 15.12 Abbildung 15.13 Abbildung 15.14
Ejt, fir 0<t<tg,
, 0 fir  to<t<T—to, (t>T), )
FO= "y fix T—ty<t<T, (Abb.15.16);
0 sonst ,

718 = 20~ Zatt—to) = Zo(-T-rto)+ Za(t-T); L{f )} = £ [1 = etor - ety 1]
t() t[) t() t(] tO

) E (1—e®P)(1— e~ (T—to)r)
t — .
L) = >
£(t) £(t
E ®
E t
t, T, T
0 t
ol t, Tt T t
Abbildung 15.15 Abbildung 15.16
H D:

t—t* fii 0<t<l1, , 1-2t fir 0<t<1,
£t) = {0 o " (Abb.15.17); f'(t) = {0 st " (Abb.15.18);
J1(8) = =2u(t) +6(2) +0(t — 1); .

" 2 _ _ 1+e? 2(1—¢€?
L0y = 20— ey +14er; L{f(y =t 20
p p p
f(t) f(t)
1
1/4
1/2 1
0 t
0 1/2 1 t
Abbildung 15.17 Abbildung 15.18

5. Periodische Funktionen Die Bildfunktion einer periodischen Funktion f*(¢) mit der Peri-
ode T', die durch periodische Fortsetzung einer Funktion f(¢) entsteht, ergibt sich aus der LAPLACE-
Transformierten von f(t), multipliziert mit dem Periodisierungsfaktor

(1- e’Tp)’l .
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B A: Die periodische Fortsetzung von f(t) aus Beispiel B (s. oben) mit der Periode T = 2t, ergibt
. (1 — e~tor)? 1 1—etor
f (t) mit ‘C{f (t)} = pg ) 1 — e—2top = p2(1 + Eft“p) .
B B: Die periodische Fortsetzung von f(¢) aus Beispiel C (s. oben) mit der Periode T ergibt f*(¢) mit
. E(1—etr)(1 - e*(T*tu)p)
L{f*(0)} = ST :
top? (1 —e”7?)

15.2.1.4 Diracsche Delta—Funktion und Distributionen

Bei der Beschreibung gewisser technischer Systeme durch lineare Differentialgleichungen treten héufig
u(t) und §(¢) als Stor- oder Eingangsfunktion auf, obwohl die in 15.2.1.1, S. 775 geforderten Vorausset-
zungen fiir die eindeutige Losbarkeit nicht erfiillt sind: u(t) ist unstetig, 6(¢) ist im Sinne der klassischen
Analysis nicht definierbar.
Einen Ausweg zeigt die Distributionstheorie durch die Einfiihrung der sogenannten verallgemeinerten
Funktionen (Distributionen), unter die sich z.B. die bekannten stetigen, reellen Funktionen und ()
einordnen lassen, wobei die notwendigen Differenzierbarkeitseigenschaften gewéhrleistet sind. Die Dis-
tributionen gestatten verschiedene Darstellungen. Zu den bekanntesten gehort die von L. SCHWARTZ
eingefiihrte stetige reelle Linearform (s. S. 703 und [12.14]).
Den periodischen Distributionen lassen sich analog zu den reellen Funktionen FOURIER—Koeffizienten
und FOURIER-Reihen eindeutig zuordnen (s. 7.4, S. 477).
1. Approximationen der Delta—Funktion
Analog zu (15.28) kann die Impulsfunktion 6(¢) durch einen Rechteckimpuls der Breite £ und der Hohe
1/e (e > 0) approximiert werden:
. _[1/e fir |t <e/2, .
flt.e) = {0 fiir [t > /2. (15.332)

Weitere Beispiele fiir die Approximation von () sind Glockenkurven (s. 2.6.3, S. 73) und LORENTZ~
Funktionen (s. 2.11.2, S. 95):

t‘Z
f(t,e) = e 22 (e>0), (15.33b)
ev2m
fte =21 >0 (15.530)
&) =5 o € . .33¢
Allen diesen Funktionen sind die folgenden Eigenschaften gemeinsam:
1. / flte)dt=1. (15.34a)
2. f(=t,e) = f(t,e), d.h. essind gerade Funktionen. (15.34Db)
. oo fir t=0,
3 im0 = {5 20 (15.340

2. Eigenschaften der Delta—Funktion
Wichtige Eigenschaften der 0—Funktion im Hinblick auf ihre Anwendung sind:
zt+a
1. / F)o(t —z)dt = f(x) (f stetig, a > 0). (15.35)

r—a

2. §(az) = éé(z) (a>0). (15.36)
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1
lg' ()]
d.h. die Nullstellen von g(z) miissen einfach sein. Dabei sind simtliche Nullstellen von g(z) zu bertick-
sichtigen.
4. n—te Ableitung der Delta—Funktion: Nach n—maliger partieller Integration erhdlt man aus
z4-a
F(z) = / FO@) 6t — z) dt (15.384)

T—a

3. d(g(x) = i: 8(z — ;) mit g(z;) =0und ¢'(z;) #0 (i=1,2,...,n), (15.37)

eine Vorschrift fiir die n—te Ableitung der —Funktion:
¢L+u
(1" @) = [ 08t —a)dr. (15.38b)

r—a

15.2.2 Riicktransformation in den Originalbereich

Fiir die Riicktransformation in den Originalbereich stehen folgende Wege zur Verfiigung:

1. Benutzung einer Tabelle zusammengehériger Original- und Bildfunktionen, auch Korrespondenzen
genannt (s. Tabelle 21.13, S. 1118).

2. Zuriickfithrung auf bekannte Korrespondenzen durch Umformung (s. 15.2.2.2, S. 783 und 15.2.2.3,
S. 784).

3. Auswertung der Umkehrformel (s. 15.2.2.4, S. 785).

15.2.2.1 Riicktransformation mit Hilfe von Tabellen

Die Benutzung der Tafeln wird hier an einem Beispiel aus Tabelle 21.13, S. 1118 demonstriert. Weitere
ausfiihrliche Tafeln sind in [15.3] enthalten.
1

B Fp) = CEDI ) = Fi(p) - Fa(p), LTHF(p)} = L {

cmoy - {2
f0) = £HEG) - BO))

= /:fl(T).fz(tiT)dT:/o'te*C(t—r

1

1.
m} = ;smwt = fi(t),

e~ = f5(t). Durch Anwendung des Faltungssatzes (15.23) erhélt man:

sin wr 1 csinwt — w coswt
) dr ( + e’“) .

w 2+ w? w

15.2.2.2 Partialbruchzerlegung

1. Prinzip Héaufig treten in den Anwendungen Bildfunktionen der Form F(p) = H(p)/G(p) auf,
wobei G(p) ein Polynom in p darstellt. Hat man die Originalfunktionen zu H (p) und 1/G(p) gefunden,
dann erhélt man die gesuchten Originalfunktionen zu F(p) durch Anwendung des Faltungssatzes.

2. Einfache reelle Nullstellen von G(p) Hat die Bildfunktion 1/G(p) nur einfache Pole p, (v =

1,2,...,n), dann gilt fiir sie die Partialbruchzerlegung
1 " 1
—_——= — . 15.39
)~ = T r) (1589
Daher lautet die zugehorige Originalfunktion
1 o 1
q(t)y = £ {—} = ervt. 15.40
R (=) P Py (15.40)

3. Heavysidescher Entwicklungssatz Ist die Zihlerfunktion H(p) ebenfalls ein Polynom von p,
aber von niedrigerem Grade als G(p) , dann erhélt man die Originalfunktion zu F(p) mit Hilfe der nach
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HEAVYSIDE benannten Formel

£t = Z::l g((i”; et (15.41)

4. Komplexe Nullstellen Treten komplexe Wurzeln im Nenner auf, dann kann man den HEAVYSI-
DEschen Entwicklungssatz in der gleichen Weise anwenden. Man kann auch jeweils konjugiert komplexe
Glieder, die im Falle komplexer Nullstellen stets vorhanden sein miissen, zu einem quadratischen Aus-
druck zusammenfassen, dessen Riicktransformation wie auch im Falle mehrfacher Nullstellen von G(p)
mit Hilfe der Tabelle der Korrespondenzen durchgefiihrt werden kann.

1
MFp =——~——,dh, Hp) =1,G{p) = (p+c)p*+w?), G'(p) = 3p* + 2pc + w?. Die
(p) (p+o)@p*+w?)’ 7 (») (p) =@+ ). G'(p) = 3p* + 2p
Pole p; = —¢, p» = iw, p3 = —iw sind sémtlich einfach. Nach dem HEAVISIDEschen Satz erhélt man
1 ) 1 )
ft) = i et — (0 —10) et — (w 10) e ! oder durch Partialbruchzerlegung und Korre-
spondenztafel F(p) = ! P ft) = e + Zsinwt — coswt | . Die
P b= e ptc prHwr]’ T w24 w ’

beiden Ausdriicke fiir f(¢) sind identisch.
15.2.2.3 Reihenentwicklungen

Um f(t) aus F(p) zu gewinnen, versucht man bisweilen, F(p) in eine Reihe F(p) = % F,(p) zu ent-
n=0

wickeln, deren Glieder F},(p) bekannte Bildfunktionen sind, d.h. F,,(p) = L[f.(¢)] .

1. F(p) — eine absolut konvergente Reihe Wenn F(p) in eine fiir [p| > R absolut konvergente
Reihe der Form

Fip) =Y (15.42)

entwickelt werden kann, wobei die A, eine beliebig aufsteigende Zahlenfolge 0 < Ag < A; < -+ < A, <
- < --- — oo bilden, so ist eine gliedweise Riicktransformation moglich:

t)\u—l

ft) = i anm . (15.43)

n=0
Mit I" ist die Gammafunktion (s. 8.2.5,6., S. 517) bezeichnet. Speziell erhélt man fiir A\, = n + 1,

d.h. F(p) = %O: a:ﬂ , die Reihe f(t) = icj dntl yn , die fiir alle reellen und komplexen ¢ konvergiert.

n=0 p n=0 n!
AuBerdem ist eine Abschiitzung in der Form |f(t)| < Cetl | (C, creelle Konstanten) moglich.
1 1 AN G N
W Fp) = W = 5 <1 + ]?) = "go 7n§ W . Nach gliedweiser Transformation in den

o0 1 2n o) n om

—— t —1 t n

Oberbereich erhélt man f(t) = § D) Z ( )2 (7) — Jo(t) (BesseL Funktion
=\ n ) @)l i (nh)2 N2

0-ter Ordnung).

2. F(p) — eine meromorphe Funktion Ist F(p) ist eine meromorphe Funktion, die sich als Quoti-
ent zweier ganzer, also in iiberall konvergente Potenzreihen entwickelbare Funktionen ohne gemeinsame
Nullstellen darstellen 148t, und die daher in eine Summe aus einer ganzen Funktion und unendlich vielen
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Partialbriichen zerlegbar ist, dann gilt der Zusammenhang
ctiyn n 1
o [ TF@dp =Y b — [ P dp. 15.44
2 | TF@a =Y o | TO (15.44)
C—1Yn n

Dabeisind die p, (v = 1,2,...,n) Pole 1. Ordnung der Funktion F(p), die b, die zugehérigen Residuen
(s. 14.3.5.4, S. 758), die y, gewisse Ordinaten und K, gewisse Kurvenziige, etwa Halbkreise in der in
Abb.15.19 angedeuteten Art. Die Losung f(¢) erhélt man in der Form

> 1
f@E)=> b, wenn o / ePF(p)dp — 0
v=1 m
(Kn)

(15.45)

fiir y — oo strebt, was allerdings nicht immer leicht nachzuweisen ist.

TV

Abbildung 15.19 Abbildung 15.20

In manchen Féllen, wenn z.B. der rationale Anteil der meromorphen Funktion F'(p) identisch Null ist,

bedeutet das eben gewonnene Ergebnis eine formale Ubertragung des HEAVYSIDEschen Entwicklungs-
satzes auf meromorphe Funktionen.

15.2.2.4 Umkehrintegral

Die Umkehrformel
1 c+iyn
(1) = 1i —/,”PFd 15.4
f0) = Jim 55 | <" Fwdp (15.46)
c—iyn

stellt ein Integral mit komplexem Weg iiber eine in gewissen Gebieten analytische Funktion dar, auf
das solche Methoden der Integration im Komplexen wie die Residuenrechnung oder die Verformung
des Integrationsweges nach dem Satz von CAUCHY anwendbar sind.

H F(p) = e e~ VP ist wegen des Anteiles /P doppeldeutig. Deshalb wird folgender Integrations-
PP+w
weg gewithlt (Abb.15.20):
1 P — /e ot
o ?{ e‘p2+wze \/ﬁdp:;—/\~-- +/Z +/Z +l +l +l = Rese”F(p) =
(K) B o jon DA BE FC

e V2 cos(wt — ay/w2) . Nach dem Lemma von JORDAN (s. 14.4.3, S. 759) verschwinden die Inte-

gralteile iber AB und C'D fiir y, — o0o. Auf dem Kreisbogen EF (Radius €) bleibt der Integrand
beschréinkt, und die Lange des Integrationsweges konvergiert gegen Null fiir ¢ — 0; daher verschwin-
det dieser Integralbeitrag. Es bleibt das Integral {iber die beiden horizontalen Strecken BFE und F'C' zu
untersuchen, wobei das obere (p = re™™) und untere (p = re~™) Ufer der negativen reellen Achse zu
beriicksichtigen sind:
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0 o) r . —00 00 r .
Lm F(p)e' dp = —/0 e_”TQ T eV g, /0 F(p)e' dp = /n e = wze“"/;dr.

Damit erhélt man endgiiltig:

f(t) = eV cos (wt—a@) - l/Dce_"Mdr.
0

™ T‘2 +w2
15.2.3 Loésung von Differentialgleichungen mit Hilfe der

Laplace—Transformation

Schon aus den Rechenregeln fiir die LAPLACE-Transformation (s. 15.2.1.2, S. 776) ist zu erkennen,
dafl durch Anwendung der LAPLACE-Transformation komplizierte Operationen im Originalbereich wie
Differentiation oder Integration durch einfache algebraische Operationen im Bildbereich ersetzt werden
konnen. Dabei miissen allerdings, z.B. bei der Differentiation, noch Anfangsbedingungen beriicksichtigt
werden. Von dieser Tatsache macht man bei der Losung von Differentialgleichungen Gebrauch.

15.2.3.1 Gewdhnliche Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten
1. Prinzip Die Differentialgleichung n—ter Ordnung
YO + oy - ey (8) Faoy(t) = (1) (15.47a)

mit den Anfangswerten y(+0) = yo, ¥'(+0) = v),...,y" D (+0) = Yo" geht durch LAPLACE
Transformation in die Gleichung

n n k—1
SearY(p) - ad T =Fp)  (e=1) (15.47b)
k=0 k=1 =0
iiber. Dabeiist G(p) = i cxp® = 0 die charakteristische Gleichung der Differentialgleichung (s. 4.6.2.1,
k=0

S. 319 und 9.1.2.4, S. 559).
2. Differentialgleichung 1. Ordnung Original- und Bildgleichung lauten:

y(t) +coyt) = f(t), y(+0) =1, (15.48a) (p+c)Y(p)—yo=F(p), (15.48b)
wobei ¢y = const gilt. Fiir Y(p) ergibt sich dann
F(p) + o
Y(p) = ———. 15.48
() =" (15450
Spezialfall: Fiir f(t) = Ae” (A, u const) erhilt man (15.49a)
A Yo
Y(p) = NI L 15.49b
®) (P—wp+c) pte ( )
A A
) = ——e" + (yo — oot 15.49
W0 = et (e (15,490
3. Differentialgleichung 2. Ordnung Original- und Bildgleichung lauten:
Y'(t) + 20y () +oy() = F(1),  y(+0) =y, ¥ (+0) =yp. (15.50a)
(P +2ap +b) Y (p) — 2ay0 — (pyo + v5) = F(p). (15.50Db)

Fiir Y (p) ergibt sich dann

Y(p) = F(p) + (2a+p) yo + v
P2+ 2ap+0b '
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Fallunterscheidungen:

a) b<a®: G@p)=@—a)lp—a) (a1, agreell; a; # as), (15.51a)

1
) = rt _ gaat) 15.51

alt) = e ) (15.510)

b) b=d*: G(p)=[p-a), (15.52a) q(t) =te™. (15.52b)

c) b>a*: G(p) hat komplexe Nullstellen, (15.53a)
1

q(t) = e sin Vb — a?t. (15.53b)

b — a?

Die Losung y(t) erhilt man dann durch Faltung der Originalfunktionen des Zihlers von Y (p) mit ¢(t) .

Die Anwendung der Faltung wird man zu vermeiden und die rechte Seite moglichst direkt zu transfor-

mieren suchen.

B Die Bildgleichung fiir die Differentialgleichung y” (¢) + 2y/(t) + 10y(t) = 37 cos 3t + ¢~ mit yo = 1
p+2 37p n 9

P2 +10 0 (PP +9)(p?+2p+10)  (p+1)(p* +2p+10)

Durch Partialbruchzer leUung des zweiten und dritten Terms der rechten Seite, wobei man die quadra-

—p
p2+2p+10

und yj, = 0 lautet Y(p) =

tischen Ausdriicke nicht in Linearfaktoren zerlegt, erhélt man die Darstellung Y (p) =

19 i P . 18 4
P*+2p+10)  (P*+9) @*+9) (p+1)
respondenzen 21.13, S. 1118) die Losung y(t) = (— cos 3t — 6sin 3t)e™ + cos 3t + 6sin 3t + e
4. Differentialgleichung n—ter Ordnung Die charakteristische Gleichung G(p) = 0 dieser Dif-
ferentialgleichung habe nur einfache Wurzeln aq, s, . . ., ay, , von denen keine gleich Null ist. Fiir die
Storfunktion f(t) konnen zwei Félle betrachtet werden.

1. Ist die Storfunktion f(t) gleich der in der Praxis haufig auftretenden Sprungfunktion u(t), dann
lautet die Losung:

und nach gliedweiser Transformation (s. Tafel der Kor-

1 fir t>0, 1 - 1 o
ult) = {0 fir 520 (15.54a) W0 =gor * ; Wl L (15.54b)

2. Fiir eine allgemeine Stérfunktion f(t) erhdlt man die Losung §(¢) aus (15.54b) in Gestalt der Du-
HAMELschen Formel, die die Faltung (s. 15.2.1.2,11., S. 778) benutzt:

t

9(t) = %/y(t —7)f(r)dr = %

[y x f]. (15.55)

15.2.3.2 Gewohnliche Differentialgleichungen mit verinderlichen
Koeffizienten

Differentialgleichungen, deren Koeffizienten Polynome in ¢ sind, eignen sich besonders fiir die Anwen-
dung der LAPLACE-Transformation. Nach Anwendung der Gleichung (15.16) erhélt man zwar im Bild-
bereich wieder eine Differentialgleichung, ihre Ordnung kann jedoch niedriger sein.
Sind speziell die Koeffizienten Polynome 1. Grades, dann ist die Differentialgleichung im Bildbereich
von 1. Ordnung und dadurch meist leicht lésbar.

" d
B BessELsche Differentialgleichung 0. Ordnung;: td_g + % +tf =0 (s. (9.51a) fiir n = 0, S. 565).
Die Transformation im Bildbereich ergibt
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d. , . dF(p) dF D
——I[p*F(p) — —f F(p) — - = der — =— F(p).
apt? F@) = pf(0) = FO ]+ pFp) = f(0) = =5 = =0 oder 57 == 57— F(p)
o . L pdp i
Trennung der Verdnderlichen und Integration liefert log F'(p) = — ) = —logy/p>+1+logC,
F(p) = ZC+ il (C Integrationskonstante), F(t) = CJo(t) (s. Beispiel S. 784 unten).
D

15.2.3.3 Partielle Differentialgleichungen

1. Allgemeine Vorgehensweise
Die Losung einer partiellen Differentialgleichung ist eine Funktion mindestens zweier Variabler: u =
u(z,t). Da die LAPLACE-Transformation eine Integration beziiglich einer Variablen darstellt, ist die

andere Variable bei der Transformation als konstant zu betrachten:
oo

L{u(z,t)} = /e—ptu(w,t) dt =U(z,p). (15.56)
0
Auch bei der Transformation von Ableitungen bleibt x fest:

L {Oug,t)} = pL{u(z, )} — u(z, +0),

P, 1) (15.57)
u(z
L {8—1‘27} = p?L{u(x,t)} — u(z, +0)p — us(x, +0) .
Fiir die Ableitungen nach z ist vorauszusetzen, daf sie mit dem LAPLACE-Integral vertauschbar sind:
ou(x,t) 0 0
: = —L{u(z,t)} = —U(x,p). 15.5
[,{ Y } 8££{u(1,f)} a’UU(VL,[)) (15.58)

Damit erhdlt man im Unterbereich eine gewéhnliche Differentialgleichung. Auflerdem sind die Rand-
und Anfangsbedingungen in den Bildbereich zu transformieren.

2. Losung der eindimensionalen Wirmeleitungsgleichung fiir ein homogenes
Medium

1. Problemstellung Die eindimensionale Warmeleitungsgleichung mit verschwindendem Storglied
und fiir ein homogenes Medium sei in der Form

Upy — @ Uy = Ugy — Uy =0 (15.59a)
in dem Grundgebiet 0 < ¢ < 00, 0 < 2 < [ und mit den Anfangs- und Randbedingungen
w(@, +0) = up(x), u(+0,t) =ao(t), u(l—0,¢)=ai(t) (15.59Db)

gegeben. Die Zeitkoordinate wurde durch die Substitution y = at ersetzt. Wie die dreidimensionale
Wirmeleitungsgleichung (s. 9.2.3.3, S. 596), so ist auch (15.59a) vom parabolischen Typ.
2. Laplace—Transformation Die Bildgleichung lautet

d*U

e pU — up(z), (15.60a)
die Randbedingungen sind

U(+0,p) = Ao(p), U(l—0,p) = Ai(p)- (15.60b)
Die Losung der Bildgleichung lautet dann

Ulz,p) = c16"VP + coe™V7 . (15.60c)
Es ist von Vorteil, zunédchst zwei Partikuldrlosungen U; und U, mit den Eigenschaften

U,(0,p) =1, Ui(l,p)=0, (15.61a) Ux(0,p) =0, Us(l,p)=1, (15.61Db)

herzustellen, d.h.
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=VP _ o~ (=2)VP RN N

Ui(z.p) = T ol _ovh (15.61c) Us(z,p) = VP _ o lp (15.61d)

Die gesuchte Losung der Bildgleichung hat dann die Form
U(z,p) = Ao(p) Ur(z,p) + A1(p) Us(z,p) . (15.62)

3. Riicktransformation Die Riicktransformation ist im Falle | — oo besonders einfach und liefert:

2
_ —aF . ag( t -7) s
U(x,p) = ao(p)e . (15.63a)  u(w,t) Q\f/ exp | —7- dr. (15.63Db)

15.3 Fourier—Transformation
15.3.1 Eigenschaften der Fourier—Transformation
15.3.1.1 Fourier—Integral

1. Fourier-Integral in komplexer Darstellung Grundlage der FOURIER-Transformation ist das
FouriErR-Integral, auch Integralformel von FOURIER genannt: Falls eine nichtperiodische Funktion
f(t) in einem beliebigen endlichen Intervall den DIRICHLETschen Bedingungen geniigt (s. 7.4.1.2,3.,
S. 478) und auferdem das Integral

0 400 +oo
1 @
/ [f(@®)]|dt  (15.64a) konvergiert, dann gilt  f(t) = o / / e f(7) dw dr (15.64D)
T
in jedem Punkt, in dem die Funktion f(t) stetig ist, und
% /dw / f(r)cosw(t —T)dr (15.64c)

in den Unstetigkeitsstellen.

2. Aquivalente Darstellungen Andere dquivalente Formen der Darstellung des FOURIER-Inte-
grals (15.64b) sind:

1. =5 70 70)‘ Yeos[w(t—7)]dwdr. (15.65) .

2. f@t)= /[a,(w) coswt + b(w) sinwt | dw mit den Koeffizienten (15.66a)
0
1 +oo 1 oo
— Q¢ 3 I N < .
= 777/ f(t) coswt dt, (15.66b) b(w) 7[4 f(t)sinwt dt. (15.66¢)
3. f(1) :/A(w) cos [wt + (w) ] duw . (15.67)
0

4. f(t)= /A(w)sin[thrqa(w)]dw. (15.68)
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Dabei gelten die folgenden Beziehungen:

Aw) = J&2(@) + @),  (15.69) ) = v(W) + 5 (15.69b)

cos(w) = Z((b:))) , (15.69¢) siny(w) = b—t:)) , (15.69d)
cos p(w) = % (15.69¢) sin p(w) = Z((U:))) . (15.691)

15.3.1.2 Fourier—Transformation und Umkehrtransformation

1. Definition und Existenz der Fourier—Transformation
Die FOURIER-Transformation ist eine Integraltransformation der Form (15.1a), die aus dem FOURIER
Integral (15.64b) dadurch entsteht, daff man
T
Fw)= [ emf(r)ar (15.70)
substituiert. Damit erhélt man den folgenden Zusammenhang zwischen der reellen Originalfunktion
f(t) und der im allgemeinen komplexen Bildfunktion F'(w):

+oo
— iwt , . 571
10 =5, [ &) (15.71)
In der Kurzschreibweise verwendet man das Zeichen F:
+o0
F)=F{f0)} = [ e™f(t)d. (15.72)

Die Originalfunktion f(t) heiit FOURIER-transformierbar, wenn das Integral (15.70), also ein unei-
gentliches Integral mit dem Parameter w , existiert. Wenn das FOURIER-Integral nicht als gewohnliches
uneigentliches Integral existiert, ist es als CAUCHYscher Hauptwert zu verstehen (s. 8.2.3.3,1., S. 513).
Die Bildfunktion F'(w) nennt man auch FOURIER-Transformierte; sie ist beschriinkt, stetig und strebt
fiir |w| — oo gegen Null:

lim F(w)=0. (15.73)

Jw]—00

Existenz und Beschriinktheit von F'(w) folgen direkt aus der offensichtlich giiltigen Ungleichung
+o00 +oo
Fl< [l folde< [ 17 (15.74)

Fiir die Stetigkeit von F'(w) und die Eigenschaft F(w) — 0 fiir |w| — oo ist die Existenz der FOURIER—~
Transformierten eine hinreichende Bedingung. Diese Aussage wird hiufig in folgender Form benutzt:
Wenn die Funktion f(¢) in (—oo, 0o) absolut integrierbar ist, dann ist ihre FOURIER-Transformierte
eine stetige Funktion von w, und es gilt (15.73).

Die folgenden Funktionen sind nicht FOURIER-transformierbar: konstante Funktionen, beliebige peri-
odische Funktionen (z.B. sin wt, cos wt), Potenzfunktionen, Polynome, Exponentialfunktionen (z.B.
et | Hyperbelfunktionen).

2. Fourier—Sinus- und Fourier—Kosinus—Transformation

In der FOURIER-Transformation (15.72) kann der Integrand in Sinus- und Kosinusfunktionen zerlegt
werden. Dann ergibt sich die FOURIER—Sinus— bzw. ~FOURIERKosinus—Transformation.
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1. Fourier—Sinus—Transformation
Fw)=F{ft)}= 7f(t) sin (wt) dt . (15.75a)
0
2. Fourier—Kosinus—Transformation
Fw)=FA{ft)} = 7}‘(1&) cos (wt)dt. (15.75b)
0

3. Umrechnungsformeln Zwischen der FOURIER-Sinus— (15.75a) und der FOURIER-Kosinus
Transformation (15.75b) einerseit und der FOURIER-Transformation (15.72) andererseits bestehen die
folgenden Umrechnungsformeln:

Flo)=F{f)} = FAFO) + F(=0) } —1FLF() = f(=0) }, (15.76a)

Fiw) = %.7—‘{ F(t)signt},  (15.76b) Fi(w) = %]—'{ £0)). (15.76¢)
Fiir gerade bzw. ungerade Funktionen f(¢) ergibt sich die Darstellung

f(t) gerade: F{f(t)} =2FA{f(t)}, (15.76d)

f(t) ungerade: F{f(t)} = —21F{ f(¢)}. (15.76¢)

3. Exponentielle Fourier—Transformation
Im Unterschied zu F(w) gema8 (15.72) wird

+oo
Fw) = FAT0) =5 [ 0 dr (15.77a)

exponentielle FOURIER - Transformation genannt. Es gilt

F(w) =2F,(-w). (15.77b)
4. Tabellen der Fourier—Transformation
Auf Grund der Formeln (15.76a,b,c) brauchen entweder keine speziellen Tabellen fiir Korresponden-
zen der FOURIER-Sinus— und FOURIER-Kosinus-Transformation bereitgestellt zu werden, oder man
tabelliert die FOURIER-Sinus— und FOURIER—Kosinus-Transformationen und berechnet daraus mit
Hilfe von (15.76a,b,c) F(w).In Tabelle 21.14.1, s. S. 1124 und Tabelle 21.14.2, S. 1130) sind die
FOURIER-Sinus-Transformation F, und die FOURIER-Kosinus—Transformation F, tabelliert, dariiber
hinaus in Tabelle 21.14.3, S. 1135) fiir einige Funktionen die FOURIER-Transformationen F und in
Tabelle 21.14.4, S. 1137 fiir einige Funktionen die exponentiellen FOURIER-Transformationen F., .

B Die Funktion des unipolaren Rechteckimpulses f(t) = 1 fiir [t| < to, f(t) = 0 fiir |t| > ¢
(A.1) (Abb.15.21) erfiillt die Voraussetzungen der Definition des FOURIER-Integrals (15.64a). Man

1 2
erhilt fiir die Koeffizienten gemi8 (15.66b,c) a(w) = —/ *cos widt = P sin wip und b(w) =
T J—to T
1ot 2 % sin wtgcos wt
7/ Csinwtdt =0 (A.2) und damit gemé8 (15.66a) f(t) = 7/ MR LR YT g (A.3).
T J—to m Jo
5. Spektralinterpretation der Fourier—Transformation
In Analogie zur FOURIER—Reihe einer periodischen Funktion erfihrt das FOURIER-Integral fiir eine
nichtperiodische Funktion eine einfache physikalische Interpretation. Eine Funktion f(¢), fiir die das
FOURIER-Integral existiert, kann gemédf (15.67) und (15.68) als Summe sinusoidaler Schwingungen
mit der sich stetig &ndernden Frequenz w in der Form

A(w)dw sin [wt + ¢(w) ] (15.78a) A(w) dw cos[wt+ Y(w)] (15.78b)

dargestellt werden. Der Ausdruck A(w) dw gibt die Amplitude der Teilschwingungen an und ¢(w) und
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[ F() |
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-t 0 t, t -3n -2n - 0 b 2n 3n ot
Abbildung 15.21 Abbildung 15.22

1 (w) deren Phasen. Fiir die komplexe Schreibweise trifft die gleiche Interpretation zu: Die Funktion
f(t) ist eine Summe (bzw. Integral) von w abhéngigen Summanden des Typs

1 .

—F(w) dw et 15.79

o P dw e, (15.79)

1
wobei die Grofie Q—F (w) sowohl die Amplitude als auch die Phase aller Teilvorgiinge festlegt.
T

Diese spektrale Interpretation des FOURIER-Integrals und der FOURIER-Transformation bedeutet einen
grofien Vorteil fiir die Anwendung in Physik und Technik. Die Bildfunktion

Fw) = |F(w)|e® bzw. |F(w)|e*®) (15.80a)
nennt man Spektrum oder Frequenzspektrum der Funktion f(t), die GroBe
[F(w)] =7 A(w) (15.80b)

das Amplitudenspektrum und p(w) bzw. (w) das Phasenspektrum der Funktion f(¢). Zwischen dem
Spektrum F'(w) und den Koeffizienten (15.66b,c) besteht die Bezichung

F(w) =7[a(w) —ibw)], (15.81)
woraus sich die folgenden Aussagen ergeben:
1. Ist f(t) eine reelle Funktion, dann ist das Amplitudenspektrum F'(w) eine gerade und das Phasen-
spektrum eine ungerade Funktion von w .

2. Ist f(t) eine reelle und gerade Funktion, dann ist ihr Spektrum F(w) reell, ist f(¢) reell und ungerade,
dann ist das Spektrum F(w) imaginér.

B Setzt man das Ergebnis (A.2) fiir den unipolaren Rechteckimpuls in 15.3.1.2,4., S. 791 in (15.81)
ein, dann ergibt sich fiir die Bildfunktion F'(w) und fiir das Amplitudenspektrum |F(w)| (Abb.15.22)

sin w ty sin wty

Fw) = FIf(t)] = ma(w) = ?T (A3), |[F(w)| =2 (A.4). Die Beriihrungspunkte

2

des Amplitudenspektrums |F(w)| mit der Hyperbel — ergeben sich fir w to = £(2n + 1)% (n =
w

0,1,2,...).

15.3.1.3 Rechenregeln zur Fourier—Transformation

Wie bei der LAPLACE-Transformation bereits bemerkt, versteht man unter Rechenregeln im Zusam-
menhang mit Integraltransformationen die Abbildung gewisser Operationen im Originalbereich auf
andere Operationen im Bildbereich. Wenn vorausgesetzt wird, daf die beiden Funktionen f(¢) und
g(t) im Intervall (—oo, co) absolut integrierbar sind und ihre FOURIER-Transformierten

Fw)=F{f1)} und G(w) =F{g(t)} (15.82)

gebildet werden konnen, dann gelten die folgenden Regeln.
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1. Additions- oder Linearitéitssatz
Sind « und  zwei Koeffizienten aus (—oo, 00) , dann gilt:

Flaf(t)+ Bg(t) } = aF(w) + BG(w) . (15.83)
2. Ahnlichkeitssatz oder Maf3stabsverinderung
Fiir a # 0 und reell gilt

F{ft/a)} =|a| Flaw). (15.84)
3. Verschiebungssatz
Fiir a # 0, reell und 3 reell gilt

F{flat+0)} = (1/a) ™/ “F(w/a) oder (15.85a)

F{flt—t))} = e “PF(w). (15.85b)
Ersetzt man in (15.85b) o durch —t,, dann ergibt sich

F{f(t+t)} =e“"°F(w). (15.85¢)

4. Dampfungssatz
Fiir @ > 0, reell und § € (—o0, 00) gilt
F{%f(at)} = (1/a)F((w — B)/a) oder (15.86a)
Fl{e“f(t)} = Flw—wp). (15.86b)
5. Differentiation im Bildbereich
Ist t" f(t) FOURIER-transformierbar, dann gilt
]_-{ tnf(t)} — inF(n)(w) , (1587)
wobei mit F( (w) die n—te Ableitung von F(w) bezeichnet ist.
6. Differentiation im Originalbereich
1. Erste Ableitung Ist eine Funktion f(¢) stetig und absolut integrierbar in (—o0, 00) und strebt
sie fiir t — £oo gegen Null und existiert, ausgenommen gewisse Punkte, iiberall die Ableitung f’(t)
die in (—o00, 00) absolut integrierbar sein muf, dann gilt
F{r}=iwF{ft)}. (15.88a)
2. n—te Ableitung Stellt man in der Verallgemeinerung des Satzes fiir die 1. Ableitung an alle
weiteren Ableitungen bis zur (n — 1)-ten f~1) die gleichen Anforderungen, dann gilt

FLIW)} = ()" FLF0)}. (15.88b)
Diese Differentiationsregeln werden bei der Losung von Differentialgleichungen angewendet (s. 15.3.2,
S. 796).

7. Integration im Bildbereich
Wenn die Funktion ¢ f(t) € (—oo, c0) absolut integrierbar ist, dann besitzt die FOURIER-Transfor-
mierte der Funktion f(¢) n stetige Ableitungen, die mit Hilfe von

kF T op . +oo .
a y W _ / % [etr )] dt = (=1 [ et p(ay e (15.890)
w w
bestimmt werden. Dabei ist k = 1,2,...,n, und es gilt:
kP
fim TE@ (15.89b)

w—too  dwk
Unter den gemachten Voraussetzungen folgt aus diesen Beziehungen

Flegwy =i T

dw™

(15.89¢)
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8. Integration im Originalbereich und Parsevalsche Formel
1. Integrationssatz Wenn die Voraussetzung

+o0 t
/ F(#)dt=0  (15.90a)  erfiillt ist, dann gilt }'{ / () dt} ~Lpw). (5.0
1w

2. ParseEvAaLsche Formel Wenn die Funktion f(¢) sowie ihr Quadrat im Intervall (—oo, 00) inte-
grierbar sind, dann gilt

7/ If(t)lzdt:%j |F(w)]? dw. (15.91)

9. Faltung
Die zweiseitige Faltung

A« folt) = [ fi(D)falt =) dr (15.92)

bezieht sich auf das Intervall (—oco, 00) und existiert unter der Voraussetzung, daf die Funktionen f; (¢)
und f>(¢) im Intervall (—oo, co) absolut integrierbar sind. Wenn f;(¢) und fo(t) beide fiir ¢t < 0 ver-
schwinden, dann ergibt sich aus (15.92) die einseitige Faltung

A * fo(t) /fl Volt =r)dr - fir £ 20, (15.93)

fir t <O.
Diese ist somit ein Spemalfall der zweiseitigen Faltung. Wihrend die FOURIER-Transformation die
zweiseitige Faltung benutzt, verwendet die LAPLACE-Transformation die einseitige Faltung.
Fiir die FOURIER-Transformation der zweiseitigen Faltung gilt

F{A@) « O =F{ i)} - F{LMO}, (15.94)

wenn die Integrale
+00 +o0
/|f1(t)\2dt und /|f2(t)|2dt (15.95)

existieren, d.h., die Funktionen und ihre Quadrate im Intervall (—oo, 00) integrierbar sind.

B Es ist die zweiseitige Faltung v () = f(t) / f(r)f(t —7)dr (A.1) fir die Funktion des

unipolaren Rechteckimpulses (A.1) in 15.3.1.2,4., S. 791 zu berechnen.

Day(t) = /IL0 ft—7)dr = /ILJ;I/O f(7)dr (A.2) gilt, ergibt sich fiir t < —2to und ¢ > 2ty P(w) =0
—to (—to

1+t
und filr —2t <t <0 (1) :/ Cdr=t+2t. (A3)
-

¢
In Analogie dazu ergibt sich fiir 0 < ¢ < 2ty:  ¥(t) = / " dr=—t +2ty. (A4)
t—to

ZusammengefaBt erhilt man fiir diese Faltung (Abb.15.23)
t+ 2 fir —26<t<0,
»(t) = f(t) = f(t) = { —t+2t) fir 0<t<2t, (A.5)
0 fiir |t] > 2to.
Fiir die FOURIER-Transformierte erhélt man mit (A.1) aus dem Beispiel fiir den unipolaren Recht-
eckimpuls (s. 15.3.1.2,4., S. 791 und Abb.15.21)
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sin? wto

V(w) = F{o@) ) = FLAO) « f(t) = [F) ] =4——5— (A6)
und fiir das Amplitudenspektrum der Funktion f(t)

in wt in®wt
IFw)] = 2|20 und |Fw)f? = 420 (A7)
y(t) o(t)
—1
2t 0 2t t
2t 0] 2, t A—
Abbildung 15.23 Abbildung 15.24

10. Vergleich von Fourier- und Laplace—Transformation

Zwischen FOURIER— und LAPLACE-Transformation besteht ein enger Zusammenhang, der dadurch
gegeben ist, daf sich die FOURIER—Transformation als Spezialfall der LAPLACE-Transformation fiir
den Fall p = iw ergibt. Daraus folgt, dafl jede FOURIER—transformierbare Funktion auch LAPLACE—
transformierbar ist, wihrend das Umgekehrte nur fiir einen kleineren Kreis von Funktionen f(¢) méglich
ist. Tabelle 15.2 enthilt einen Vergleich einer Reihe von Eigenschaften der beiden Integraltransfor-
mationen.

Tabelle 15.2 Vergleich der Eigenschaften von FOURIER— und LAPLACE-Transformation

Fourier—Transformation Laplace—Transformation

+oo oo
Fw)=F{ft)}= [ e f(t)di F(p) = L{f(t).p} = [ e f(t)dt
w ist reell, physikalisch deutbar, z.B. als pist komplex, p =7 +iz.
Frequenz.
Ein Verschiebungssatz. Zwei Verschiebungssitze.
Intervall: (—o0, +00) Intervall: [0, 00)

Losung von Differentialgleichungen, die Proble- | Losung von Differentialgleichungen, die Proble-
me mit diesem zweiseitigem Definitionsbereich | me mit diesem einseitigen Definitionsbereich be-
beschreiben, z.B. die Wellen—-Gleichung. schreiben, z.B. die Warmeleitungs—Gleichung.

Differentiationssatz enthilt keine Anfangswerte. | Differentiationssatz enthélt Anfangswerte.

Konvergenz des FOURIER-Integrals héngt nur | Konvergenz des LAPLACE-Integrals wird durch
von f(t) ab. den Faktor e P! verbessert.

Gentigt der zweiseitigen Faltung. Geniigt der einseitigen Faltung.

15.3.1.4 Bildfunktionen spezieller Funktionen
B A: Welche Bildfunktion gehért zur Originalfunktion f(t) = e~ Rea >0 (A.1)? Unter Beriick-

A
sichtigung von [t| = —t fiir t < 0 und |¢| = ¢ fiir ¢ > 0 findet man mit (15.72): / eTwimaltlgy —
—A
—(iw— 0 (ic +A iw— _
/~O 67(1‘07&” g+ /-+A e*(iw+a)t g = 76' (iw—a)t B 8‘ (iw+a)t _ -1 + 63<M a)A 1—-6 (lw+a)A
-A 0 w—a|_, iw+ta | iw—a iw+a

(A.2). Da |e7%4| < e~4Re@ ynd Rea > 0 ist, existiert der Grenzwert fiir A — oo, so daf sich ergibt

F(w)=F{e ) = = 2+aw2 (A.3).




796 15. Integraltransformationen

B B: Welche Bildfunktion gehort zur Originalfunktion f(¢) = e, Rea > 07 Die Funktion ist nicht
FOURIER-transformierbar, weil der Grenzwert A — oo nicht existiert.
B C: Esist die FOURIER-Transformierte fiir den bipolaren Rechteckimpuls (Abb.15.24)

1 fiir —2tg <t <0,
o(t)={ —1 fiir 0<t<2f, (C1)

0 fiir [t > 2t
gesucht, wobei ¢(t) durch die im Beispiel in 15.3.1.2,4., S. 791 fiir den unipolaren Rechteckimpuls als
(A.1) angegebene Gleichung ausgedriickt werden soll. Es ist o (t) = f(t+to) — f(t —to) (C.2). Durch
die FOURIER-Transformation geméf (15.85b), (15.85¢) erhélt man &(w) = F{p(t) } = ¢“"F(w) —

i ; i 280 Wi sin®wt
e wh [ (w), (C.3) woraus mit (A.1) folgt: @(w) = (ewio — e~wio) smwto S @i (C.4).
w .
B D: Bildfunktion einer geddmpften Schwingung: Die in Abb.15.25a dargestellte geddmpfte Schwin-

0 fiir t <0,

gung wird durch die Funktion f(t) = { —at ’ beschrieben. Zur Vereinfachung der

e~ cos wot fiir t >0
Rechnung wird die FOURIER-Transformation der komplexen Funktion f*(t) = el-atiwo)t ermittelt.

Es gilt f(t) = Re(f*(t)). Die FOURIER-Transformation liefert F{ f*(t) } = / eTlwte(matiwolt gy —
Jo
00 . —at i(w—wo)t | 1 Sy,
/ elmatlw—wolit gp © Ci = - = Cer i{wo w)‘ . Das Ergebnis ist die
Jo —a+i(wy —w)|, a—iwg — w) a? + (w—wp)?
a

LORENTZ- oder BREIT-WIGNER-Kurve F{ f(t) } = 5 (Abb.15.25b) (s. auch 2.11.2,

a? + (w — wp)
S. 95)). Einer geddmpften Schwingung im Zeitbereich entspricht ein einziger Peak im Frequenzbereich.
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Abbildung 15.25 Abbildung 15.26

15.3.2 Lo&sung von Differentialgleichungen mit Hilfe der

Fourier—Transformation

Ein wichtiger Anwendungsbereich der FOURIER-Transformation ist analog zur LAPLACE-Transfor-
mation die Losung von Differentialgleichungen, weil diese durch die genannten Integraltransformatio-
nen eine einfache Form erhalten. Im Falle von gewthnlichen Differentialgleichungen entstehen algebrai-
sche Gleichungen, im Falle von partiellen Differentialgleichungen gewohnliche.
15.3.2.1 Gewohnliche lineare Differentialgleichungen
Die Differentialgleichung

1 fiir [t| <to,

YO +ay() = 76) it f(t):{o TN

d.h. mit der Funktion f(¢) von Abb.15.21, wird durch die FOURIER-Transformation
F{yt)} =Y (w) (15.96b)

(15.96a)
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in die algebraische Gleichung

sin wty

. 2sin wty . .
3 =7 berfiihrt, so daf sick Y =2—F 15.96d
iwY +aY : (15.96c) iiberfithrt, so daB sich (w) Satw) ( d)
ergibt. Die Riicktransformation fiithrt auf
sin wt, 1 et sin wt
y(t) = F U Y(w)} = F 1o S0 :7/701 15.96¢
u(t) (V) { w(a+ iw) ) wla+iw) w (15.96e)
und
0 fiir —oo <t < —ty,
1
- _ p—alt+to) Hr —
v =1a [1 e ] fir —to <t < +to, (15.96f)
1
- [e’“(t’t“) - e’“("t“)] fiir to<t<oo.
a

Die Funktion (15.96f) ist in Abb.15.26 graphisch dargestellt.
15.3.2.2 Partielle Differentialgleichungen

1. Allgemeine Vorgehensweise

Die Losung einer partiellen Differentialgleichung ist eine Funktion mindestens zweier Variablen: u =
u(z,t). Da die FOURIER-Transformation eine Integration beziiglich einer Variablen darstellt, ist die
andere Variable bei der Transformation als konstant zu betrachten. Hier wird z festgehalten und die
Transformation beziiglich ¢ durchgefiihrt:

+oo
Flu(z,t)} = / ety t) dt = Uz, w) . (15.97)
*"JO
Auch bei der Transformation von Ableitungen bleibt eine Variable fest, hier wieder ¢:
™y, t)
F ;
{ ot

Fiir die Ableitungen nach x ist vorauszusetzen, daf} sie mit dem FOURIER-Integral vertauschbar sind:

} = (iw)"F{u(z,t) } = (lw)"U(z,w). (15.98)

Ju(z,t)| 0 9 4 )
-7:{ o }—$[u(x7t)]—%U(1,w). (15.99)

Damit erhdlt man im Bildbereich eine gewohnliche Differentialgleichung. Aufierdem sind die Rand- und
Anfangsbedingungen in den Bildbereich zu transformieren.
2. Lo6sung der eindimensionalen Wellengleichung fiir ein homogenes Medium
1. Problemstellung Die eindimensionale Wellengleichung mit verschwindendem Stoérglied und fiir
ein homogenes Medium lautet:

Ugy — U = 0. (15.100a)
Wie die dreidimensionale Wellengleichung (s. 9.2.3.2, S. 595), so ist auch (15.100a) eine partielle Diffe-
rentialgleichung vom hyperbolischen Typ. Das CAUCHYsche Problem sei durch die Anfangsbedingun-
gen

u(z,0) = f(z) (—oo<z<o0), ul(x0)=g(xr) (0<t<o0) (15.100Db)
korrekt gestellt.
2. Fourier—Transformation Zur Losung wird die FOURIER-Transformation beziiglich = durch-
gefithrt, wobei die Zeitkoordinate konstant gehalten wird:

Flu(z,t) } =U(w,t). (15.101a)
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Daraus ergibt sich:

(iw)*U(w,t) — % =0  mit (15.101b)
F{u(z,0)} = U(w,0) = F{ f(z) } = F(w), (15.101c)
F{uy(z,0)} = U'(w,0) = F{g(z) } = Gw). (15.101d)

WU +U" =0. (15.101¢)

Das Ergebnis ist eine gewohnliche Differentialgleichung fiir die nun wieder als Verdnderliche zu betrach-
tende Zeitkoordinate ¢ mit dem Parameter w der Bildfunktion.
Die allgemeine Losung dieser bekannten Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten lautet

Ulw,t) = Cre*t 4 Coe 1. (15.102a)
Mit Hilfe der Anfangsbedingungen
U(w,0)=C,+Cy=F(w), U(w,0)=iwC —iwCsy=G(w) (15.102b)
lassen sich die Konstanten C; und Cy bestimmen:
1 1 1 1
Cr=[FW) +—GW)], C=3[F) - ~GWw)]. (15.102¢)
Die Losung ergibt sich zu
_ 1 , 1 B iwt 1 . 1 . —iwt
Uw,t) = 2[F(u)) + in(u})]e + 2[F(u}) in’(u)]e . (15.102d)
3. Riicktransformation Zur Riicktransformation der Funktion F'(w) kann der Verschiebungssatz,
F{flax+b)} =1/a - é*/“F(w/a), (15.103a)
mit Vorteil eingesetzt werden, woraus sich ergibt
FHF(W)Y = flz+t), Flle“'F(w)]=flz—1t). (15.103b)
Die Anwendung der Integrationsregel
r 1
]—'{ / f(r)dr } = —F(w) liefert (15.103¢)
s iw
1 £ T T+t
Fi{icwe) = [ Ficweyar= [granir= [ g)a (15.103d)
nach Substitution s + ¢ = z und analog
-1
1 .
Fl {—_—G(w)e"“t} =— / g(2)dz. (15.103¢)
iw
Die endgiiltige Losung im Originalbereich lautet somit
1 1 T+t
u(e,) = Sf(@+t) + 3@ = 1) + / g(2)dz. (15.104)

-t
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15.4 Z—Transformation

In Natur und Technik kann man zwischen kontinuierlichen und diskreten Vorgédngen unterscheiden.
Wihrend sich von den kontinuierlichen Vorgéngen viele durch Differentialgleichungen beschreiben las-
sen, fithren diskrete Vorginge haufig auf Differenzengleichungen. Zur Losung von Differentialgleichun-
gen eignen sich besonders FOURIER— und LAPLACE-Transformationen, zur Losung von Differenzen-
gleichungen wurden andere, angepate Operatorenmethoden entwickelt. Die bekannteste ist die Z—
Transformation, die in engem Zusammenhang mit der LAPLACE-Transformation steht.

15.4.1 Eigenschaften der Z—Transformation

15.4.1.1 Diskrete Funktionen

Ist eine Funktion f(¢) (0 < ¢ < oo) nur fiir diskrete Argumente t,, =nT (n=0,1,2,...; T >0, T
const) bekannt, so setzt man f(nT') = f,, und bildet die Folge
{fn} . Eine solche entsteht z.B. in der Elektrotechnik durch
»Abtastung® einer Funktion f(¢) in den diskreten Zeitpunk-
ten t,, . Thre Wiedergabe erfolgt dann hiufig als Treppenfunk-

tion (Abb.15.27).
Die Folge { f,} und die nur fiir diskrete Argumente definierte
0 T 2T 3T --- t Funktion f(nT'), die als diskrete Funktion bezeichnet wird,
sind dquivalent. Fiir die Folge {f,} wird keine Konvergenz
Abbildung 15.27 fiir n — oo gefordert.

15.4.1.2 Definition der Z—Transformation
1. Originalfolge und Bildfunktion Der Folge {f,} wird die unendliche Reihe

o) 1 n
F(2)=3fa (;) (15.105)
n=0
zugeordnet. Falls diese Reihe konvergiert, sagt man, die Folge { f,,} ist Z-transformierbar, und schreibt
F(z)=Z{f.}. (15.106)

Man nennt {f,} Originalfolge, F(z) Bildfunktion. Mit z ist eine komplexe Variable bezeichnet, mit
F(z) eine komplexwertige Funktion.

B/ =1 (n=0,12...). Die zugehorige unendliche Reihe lautet

Fo)=3 (l)n ‘ (15.107)

n=0 ‘%

1
Sie stellt beziiglich 1/z eine geometrische Reihe dar, die fiir 7' < 1 gegen die Reihensumme F(z) =
z

1
z 1 konvergiert, fiir 7‘ > 1 aber divergiert. Das bedeutet, die Folge {1} ist Z-transformierbar fiir
z

1
‘;‘ < 1, d.h. fiir alle Punkte auflerhalb des Einheitskreises |z| = 1 der z—Ebene.

2. Eigenschaften Da die Bildfunktion F'(z) gemif (15.105) eine Potenzreihe beziiglich der komple-
xen Veréinderlichen 1/z ist, folgt aus den Eigenschaften von Potenzreihen im Komplexen (s. 14.3.1.3,
S. 754):

a) Fiir eine Z-transformierbare Folge { f,,} gibt es eine reelle Zahl R, so daf} die Reihe (15.105) absolut
konvergiert fiir |z| > 1/R und divergiert fiir |2| < 1/R. Fiir |2| > 1/Ry > 1/R ist die Reihe sogar
gleichméiBig konvergent. R ist der Konvergenzradius der Potenzreihe (15.105) beziiglich 1/z . Konver-
giert die Reihe fiir alle |z| > 0, so setzt man R = oo. Fiir nicht Z-transformierbare Folgen setzt man
R=0.

b) Ist { f,} Z-transformierbar fiir |z| > 1/R, dann ist die zugehorige Bildfunktion F'(z) eine analytische
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Funktion fiir |z| > 1/R und gleichzeitig die einzige Bildfunktion von { f,}. Fiir die Umkehrung gilt: Ist
F(z) eine analytische Funktion fiir |z| > 1/R und auch fiir z = oo regulér, dann gibt es zu F'(z) genau
eine Originalfolge { f,,}. Dabei heifit F'(z) regulér fiir z = oo, wenn F'(z) eine Potenzreihenentwicklung
der Form (15.105) besitzt und F(c0) = fo gilt.

3. Grenzwertsitze Analogzu den Grenzwerteigenschaften der Bildfunktion der LAPLACE-Trans-
formation ((15.7a),(15.7b) in 15.2.1.1,2., S. 775) gelten fiir die Z-Transformation die folgenden Grenz-
wertséitze:

a) Wenn F(z) = Z{f,} existiert, dann ist

fo=lim F(z). (15.108)
Dabei kann z auf der reellen Achse oder lings eines beliebigen Weges nach oo verlaufen. Da die Reihen
1 1
HFE) = foy = hit s+ sz +-,s (15.109)
N 1 1 1 -
z {F(z)—fo—fl;}:fz+f3;+f4;-¥--~7 (15.110)

offensichtlich ebenfalls Z-Transformierte sind, erhélt man analog zu (15.108):

fr=lim 2 {F() ~ fo}, o= lim 2 {F(z) o fé},... (15.111)

Auf diese Weise kann man die Originalfunktion {f,} aus ihrer Bildfunktion F(z) bestimmen.
b) Wenn nlinolo fn existiert, so ist

lim f, = lilllJer(Z —1)F(z). (15.112)

Man kann den Wert von lim f,, aus (15.112) aber nur ermitteln, wenn man weif, da§ der Grenzwert
n—oo

existiert, denn die obige Aussage ist nicht umkehrbar.

B/ =(-D"(n=012..). Daraus folgt Z{f,} = - 1 und 1i11110(z -1)

= 0, aber
z+

z2+1
lim (—1)™ existiert nicht.
n—oo

15.4.1.3 Rechenregeln

Fiir die Anwendung der Z-Transformation ist es wichtig zu wissen, wie sich gewisse Operationen an den
Originalfolgen in entsprechenden Operationen an den Bildfunktionen widerspiegeln und umgekehrt. Im
folgenden sei F(z) = Z{f,} fiir || > 1/R.

1. Translation

Man unterscheidet eine Vorwirts- und eine Riickwértsverschiebung.

1. Erster Verschiebungssatz:  Z{f, +} = 2 *F(2) (k=0,1,2,...), (15.113)

dabei wird f,,_ = 0 fiir n — k < 0 festgelegt.
k-1 v
2. Zweiter Verschiebungssatz: Z{f,.;} = 2" {F(z) -3 f <1> } (k=1,2,...).(15.114)
v=0 z

2. Summation

1 = 1
Fiir |z] > max(l, 7> gilt: z {Z fl,} = F(z). (15.115)
R yr z—1
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3. Differenzenbildung
Fiir die Differenzen

Afp=fosr = for A"fa=AA"f)  (m=1,2,...5 A%y = fn) (15.116)
gilt die Regel:

Z{Af,} = (—=1F(2)—zfo,

Z{A o} = (2= 1)P°F(2) — z(z = ) fo — 2Afo,
: : ; (15.117)
k=1
ZIAML) = (o DFFG) -2 S (e — DA,
v=0
4. Diampfung
Fiir A # 0, beliebig komplex, |z| > % gilt:
Z{\'f}=F (;) . (15.118)
5. Faltung
Als Faltung zweier Folgen { f,,} und {g,} bezeichnet man die Operation
Jo ¥ 90=2foGnv- (15.119)
v=0

Existieren die Z-Transformierten Z{f,} = F(z) fiir |\| > 1/R; und Z{g,} = G(z) fiir |z| > 1/Rs,
dann gilt

Z{fn * gn} = F(2)G(2) (15.120)
1 1
fiir |z| > max (E , F) . Die Beziehung (15.120) wird auch als Faltungssatz der Z-Transformation
1 I
bezeichnet. Er entspricht der Vorschrift fiir die Multiplikation zweier Potenzreihen.

6. Differentiation der Bildfunktion

_ dF(2)
Z{nf,} = —= pra

(15.121)

Durch wiederholte Anwendung von (15.121) lassen sich auch Ableitungen héherer Ordnung von F(z)
bestimmen.

7. Integration der Bildfunktion
Unter der Voraussetzung f, = 0 gilt

z{f;} :Z@dﬁ (15.122)

15.4.1.4 Zusammenhang mit der Laplace—Transformation

Beschreibt man eine diskrete Funktion f(t) (s. 15.4.1.1, S. 799) als Treppenfunktion, dann gilt
f@t)=f(nT) = f, fir nT<t<(n+1)T (n=0,1,2,...; T >0, T const). (15.123)

Auf diese stiickweise konstante Funktion 1t sich die LAPLACE-Transformation (s. S. 775) anwenden,

und man erhélt fir 7’ = 1:

n+1
oo —mp _o—(n+l)p ] _ =P 2

L{f®)}=Fp)=> / fae P dt = i S = Zj fae™. (15.124)

n=0 n=0 p p
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Die unendliche Reihe in (15.124) wird auch als diskrete LAPLACE-Transformation bezeichnet und mit
dem Symbol D gekennzeichnet:

D{f(t)} = D{fn} = ifne’"p- (15.125)

Setzt man in (15.125) e? = z, dann stellt D{f,,} eine Reihe nach absteigenden Potenzen von z dar, eine
sogenannte LAURENT-Reihe (s. S. 756). Mit der Substitution e? = z, die zu dem Namen Z-Transforma-
tion gefiihrt hat, erhdlt man schlieBlich aus (15.124) den folgenden Zusammenhang zwischen LAPLACE
und Z-Transformation im Falle von Treppenfunktionen:

PF(p) = (1 - 1) F(z) (15.126a) bow.  pLLf(t)} = (1 - %) Z{f.}. (15.126D)

z

Auf diese Weise lassen sich Korrespondenzen der Z-Transformation (s. Tabelle 21.15, S. 1138) in
Korrespondenzen der LAPLACE-Transformation (s. Tabelle 21.13, S. 1118) fiir Treppenfunktionen
umrechnen und umgekehrt.

15.4.1.5 Umkehrung der Z—Transformation

Die Umkehrung der Z-Transformation oder kurz Riicktransformation besteht darin, zu einer gegebenen

Bildfunktion F(z) die zugehérige, eindeutige Originalfolge {f,} zu finden. Man schreibt dann
ZTHF(2)} ={f}- (15.127)

Fir die Ricktransformation gibt es verschiedene Moglichkeiten.

1. Benutzung von Tabellen Wenn die Funktion F'(z) in der Tabelle explizit nicht vorkommt, kann

man versuchen, durch Umformungen und durch Anwendung der Rechenregeln zu Funktionen zu ge-
langen, die in Tabelle 21.15, S. 1138 vorhanden sind.

2. LAURENT-Reihe von F(z) Wegen der Definition (15.105) gelingt eine Riicktransformation so-
fort, wenn fiir F'(z) eine Reihenentwicklung in 1/z bekannt ist oder sich ermitteln 148t.

1 1
3. TavyLor-Reihe von F' <7> Da F <7) eine Reihe nach aufsteigenden Potenzen von z ist, ergibt
z z

sich wegen (15.105) nach der TAYLOR-Formel

1 d 1
fn = - ‘ F <7>
n! dzn z

4. Anwendung eines Grenzwertsatzes Mit Hilfe der Grenzwerte (15.108) und (15.111) kann man
die Originalfolge { f,} aus ihrer Bildfunktion F'(z) unmittelbar bestimmen.

2

S A— Es sollen die voranstehenden vier Methoden angewendet werden.
(z—2)(z—1)?

1. Durch Partialbruchzerlegung (s. 1.1.7.3, S. 15) von F(z)/z erhilt man Funktionen, die in der Ta-
belle 21.15, S. 1138 enthalten sind.

(n=0,1,2,...). (15.128)

z=0

B F(z)=

F(2) 2 4 B , C Daraus folgt
= - - 4 2 ) araus fole
z (z=2)(z—1)2 2-2 (2-1)2 z-1 arauslote
2z 2z 2z "

F(z) = o und fa=22"—-n—-1) firn>0.

2. Durch Division geht F'(z) in die folgende Reihe nach absteigenden Potenzen von z iiber:

2z B
23— 422 452 -2
Daraus liest man unmittelbar fo = f1 =0, fo =2, f3 =8, f1 =22, f5 =52, fe =114, ... ab, aber
man erhilt keinen geschlossenen Ausdruck fiir das allgemeine Glied f,, .

11 1 1 1
F(z) = 258+ R +R S+ 1+ (15.129)
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1
3. Zur Bildung von F (—) und den in (15.128) bendtigten Ableitungen geht man zweckmiifliigerweise
z

von der Partialbruchzerlegung von F'(z) aus und erhélt:

F(1> - e 2 dh. F<l):0 fiir 2 =0,
z 1-22 (1-2)2? 1-=2 21
1
dF <7> 4 4 dF (*)
P z 4 2 "
_ . - . dh = fiir z =
EP 1 1—-2:2 (1—2p (1—22 h o 1 0 ir z=0,
2 2
d221 T (1-2208 (1-z)t (1-2)3 o d221 N o
dBF (7) dsF <*>
4 4
z)_ 9 48 48 dh. — 2 48 fir 2 =0,

dz3 (1 _ 22)4 (1 _ 2)5 (1 _ 2)4 ’ . dz3

Unter Beriicksichtigung der Formeln in (15.128) ergibt sich fo, fi, f2, f3, --- -
4. Die Anwendung der Grenzwertsétze (s. S. 800) unter Beachtung der BERNOULLIschen Regel (s. S. 56)
ergibt:
. . . 2z
fo=lim F(z) = lim ———— =0,

z=00 2200 28 — 422 4+ 52— 2

Ji=lim 2(F(z) - fo) = lim 222

200 23 — 422 + 5z — 2

fo=lim 2 (FG) ~ fo- fil) = I =

i — 2 =
200 23 — 422 4+ 5z — 2

0,

fo= limz3<F(z)—f0—f1%—f2$): lim23<27z 2):8,

200 P —42452-2 2

Auf diese Weise 148t sich die Originalfolge { f,} sukzessiv bestimmen.

15.4.2 Anwendungen der Z—Transformation

15.4.2.1 Allgemeine Losung linearer Differenzengleichungen
Eine lineare Differenzengleichung k—ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat die Form

Yntk + Qe-1Yntk—1 + -+ + Q2Yni2 + Q1 Yns1 + AoYn = Gn (n=0,1,2...). (15.130)
Dabei ist k eine natiirliche Zahl. Die Koeffizienten a; (i = 0,1,..., k) sind gegebene reelle oder kom-
plexe Zahlen und hingen nicht von n ab. Es gelte ag # 0 und a; # 0. Die Folge {g,} ist gegeben, die
Folge {y,} ist gesucht.
Zur Bestimmung einer speziellen Losung von (15.130) werden die Werte yo, 1, . - ., Ys—1 vorgegeben.
Dann kann man aus (15.130) fiir n = 0 den néichsten Wert y;, ausrechnen. Aus vy, o, ..., y ergibt
sich dann aus (15.130) fiir n = 1 der Wert yx1 . Auf diese Weise kann man alle Werte y,, rekursiv aus-
rechnen. Mit Hilfe der Z-Transformation 148t sich jedoch fiir y,, eine allgemeine Darstellung angeben.
Dazu wendet man den 2. Verschiebungssatz (15.114) auf (15.130) an und erhélt:

ap2* [Y(z) —yo—thz = — yqu’(k’l)} + 4 a1z[ Y (2) — yo) + aoY (2) = G(2) .(15.131)
Dabei bedeutet Y (2) = Z{y,} und G(2) = Z{g,} . Setzt man weiterhin aj,z* +ay_1y* '+ -+ a;z+
ap = p(z), so lautet die Lésung der sogenannten Bildgleichung (15.131)
1

1 k=1 k . )
Y(z)= EG(Z) + ) ; l/ij:;dajz . (15.132)
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Wie bei der Behandlung von linearen Differentialgleichungen mit der LAPLACE-Transformation hat
man auch bei der Z-Transformation den Vorteil, daf die Anfangswerte in die Bildgleichung eingehen
und daher bei der Losung automatisch beriicksichtigt werden. Aus (15.132) gewinnt man dann die
gesuchte Losung {y,} = Z7'{ Y (z)} durch Riicktransformation gemi$ 15.4.1.5, S. 802.

15.4.2.2 Differenzengleichung 2. Ordnung (Anfangswertaufgabe)

Die Differenzengleichung 2. Ordnung lautet:

Ynt2 T @1Yny1 + QYn = Gn - (15.133)

Als Anfangswerte sind o und y; gegeben. Mit Hilfe des 2. Verschiebungssatzes erhéilt man zu (15.133)
die Bildgleichung

2|V (2) —yo — ylé +a12[Y(2) — yo] + aY (2) = G(2) . (15.134)

Setzt man 22 + a1z + ag = p(z) , dann lautet die Bildfunktion
deta) 2 (15.135)

Das Polynom p(z) habe die Nullstellen «; und as, fiir die a; # 0 und ap # 0 gelte, weil sonst ag = 0
wire und sich die Differenzengleichung auf eine solche 1. Ordnung reduzieren wiirde. Durch Partial-
bruchzerlegung und Anwendung der Tabelle 21.15, S. 1138 der Z-Transformation ergibt sich aus

1 z z
: ( — ) fiir a; # as,

ar—ag \z—a;  Z—Qy
z
(z —aq)?
ol —all
z L 2 fir og # oo,

z! {—} ={p}=9{ a1 — (15.136a)

p(2) na™t fiir ay = ay.

=
~
IS3

fir a1 = ag,

Wegen py = 0 ist nach dem zweitem Verschiebungssatz

z! {]%} =z {Zp(zz)} = {Pus1} (15.136D)

und nach dem 1. Verschiebungssatz

z! {ﬁ} =z {% ]ﬁ} = {poi}. (15.136c)

Dabei ist p_; = 0 zu setzen. Mit Hilfe des Faltungssatzes erhélt man die Originalfolge mit

Yo =D Pn-1Gn-v + Yo(Pus1 + @1Pn) + Y111 - (15.136d)
v=0
Wegen p_1 = py = 0 ergibt sich daraus mit (15.136a)
n v—1_ _v—1 n+l _ n+l no__ amn no__ n
Yo = gas 2 (al e R a2> e (15.136¢)
=2 ) — g Q1 — Qg ap — g ap — g

Diese Form it sich noch wegen a; = —(a; + @) und ag = ajas (s. Wurzelsitze von VIETA in
1.6.3.1,3., S. 44) noch zu
ooyt aptoapt | oab-ag

n
a
Yn =D Gnv — Yoo 1
V=2 Q1 — Qg ap — Qg ap — Qg

(15.136f)
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vereinfachen. Fiir o = ay erhélt man analog

n

Yn = Z Gnv(v — 1) ™2 = yoag(n — 1)a 2 + yrnaf ', (15.136g)

v=2
Bei der Differenzengleichung 2. Ordnung 148t sich die Riicktransformation der Bildfunktion Y (z) auch
ohne Partialbruchzerlegung durchfiihren, wenn man Korrespondenzen wie z.B.

z sinh bn
z { ‘ } =a"! 15.137
22 — 2azcoshb + a? “ sinhn ( )
benutzt und auch hier den 2. Verschiebungssatz anwendet. Mit der Substitution a; = —2acoshb,
ao = a’® lautet die Originalfolge zu (15.135):
Y= 5o {Z Gn_va” 2 sinh(v — 1)b — yoa™ sinh(n — 1)b + yya™ ' sinhnb| . (15.138)
sinhb /=

Diese Formel ist giinstig fiir eine numerische Auswertung besonders dann, wenn ay und a; komplexe
Zahlen sind.

Hinweis: Die hyperbolischen Funktionen sind auch fiir komplexe Argumente definiert.

15.4.2.3 Differenzengleichung 2. Ordnung (Randwertaufgabe)

In den Anwendungen kommt es hiufig vor, dafl die Werte y,, der Differenzengleichung nur fiir endlich
viele Indizes 0 < n < N gesucht sind. Im Falle einer Differenzengleichung 2. Ordnung (15.133) werden
dann in der Regel die beiden Randwerte yo und yx vorgegeben. Zur Losung dieser Randwertaufgabe
geht man von der Losung (15.136f) der entsprechenden Anfangswertaufgabe aus, wobei an Stelle des
unbekannten Wertes y; jetzt yy einzufiihren ist. Dazu setzt man in (15.136f) n = N, dann kann man
y1 in Abhéngigkeit von o und yy ausrechnen:

1 N .

N=-—~—n~ yoao(a¥ ™ — ol ) +yn(og — ) — Z(a{ —ay gy o] - (15.139)
aY —ad =
Man setzt diesen Wert in (15.136f) ein und erhélt
1 e v—1 1 ap—ay & v—1
Yn = ap T n—v — —~ v 2 —«a -
= — ,,:2( ! 2 )on a1 —aza —af yz::z( ! 2 )ow
+——xlw(aral —afay) +yv(af —ap)l. (15.140)
‘1 T 2

Die Losung (15.140) hat nur dann einen Sinn, wenn o — alY # 0 gilt. Andernfalls hat das Rand-
wertproblem keine allgemeine Losung, sondern es treten in Analogie zu den Randwertaufgaben bei
Differentialgleichungen Eigenwerte und Eigenfunktionen auf.

15.5 Wavelet—Transformation
15.5.1 Signale

Geht von einem physikalischen Objekt eine Wirkung aus, die sich ausbreitet und mathematisch z.B.
durch eine Funktion oder eine Zahlenfolge beschreiben 148t, dann spricht man von einem Signal.
Unter Signalanalyse versteht man die Chrakterisierung eines Signals durch eine GroSe, die fiir das Si-
gnal typisch ist. Mathematisch bedeutet das: Die Funktion oder Zahlenfolge, die das Signal beschreibt,
wird auf eine andere Funktion oder Zahlenfolge abgebildet, die die typische Eigenschaft des Signals
besonders gut erkennen lafit. Bei solchen Abbildungen kénnen allerdings auch Informationen verloren
gehen.
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Die Umkehrung der Signalanalyse, d.h. die Wiedergewinnung des Ausgangssignals, wird als Signalsyn-
these bezeichnet.

Der Zusammenhang zwischen Signalanalyse und Signalsynthese wird am Beispiel der FOURIER-Trans-
formation besonders deutlich: Ein Signal f(¢) (¢ Zeit) werde durch die Frequenzen w , die in ihm enthal-
ten sind, charakterisiert. Dann beschreibt die Formel (15.141a) die Signalanalyse, die Formel (15.141b)
die Signalsynthese:

Flw) = / ewf(t) dt (15.141a)  f(t) = % / P (w) dw . (15.141h)

15.5.2 Wavelets

Der FOURIER-Transformation fehlt eine Lokalisierungseigenschaft, d.h. dndert sich ein Signal an einer
Stelle, dann &ndert sich die Transformierte iiberall, ohne daf durch ,,einfaches Hinsehen® die Stelle der
Anderung gefunden werden kann. Der Grund liegt darin, dafi die FOURIER-Transformation ein Signal
in ebene Wellen zerlegt. Diese werden durch trigonometrische Funktionen beschrieben, die beliebig
lange mit derselben Periode schwingen. Bei der Wavelet—Transformation dagegen wird eine fast beliebig
wihlbare Funktion ¢, das Wavelet (kleine lokalisierte Welle), zur Analyse eines Signals verschoben und
gestaucht.

Beispiele fiir Wavelets sind Haar-Wavelet (Abb.15.28a) und Mezikanischer Hut (Abb.15.28b).
B A Haar—Wavelet:

(® 0)
1 fir 0<z<j, M 1 v
p={ -1 fir L<z<l, 3 p
0  sonst. |
! |
(15.142) 0 %! t
HB Mexikanisz:her Hut: 1 u 0] 1 t
, (l _z2?
¥(z) = -3 /2 (15.143) a) b)
= (1—2)e ™72, (15.144) Abbildung 15.28

Allgemein gilt: Als Wavelet kommen alle Funktionen 1) in Frage, die quadratisch integrierbar sind und
deren FOURIER-Transformierte ¥(w) geméB (15.141a) zu einem positiven endlichen Integral

[ 1¥w)
Jel

dw (15.145)

fithren. Im Zusammenhang mit Wavelets sind die folgenden Eigenschaften und Definitionen wichtig:
1. Fiir den Mittelwert von Wavelets gilt:

/ G(t)dt = 0. (15.146)
2. Als k—tes Moment eines Wavelets ¢ bezeichnet man das Integral
o]
e = / *(t) dt . (15.147)

Die kleinste positive natiirliche Zahl n, fiir die p,, # 0 gilt, heiit Ordnung des Wavelets ¢ .
B Fiir das HAAR-Wavelet (15.142) gilt n = 1, fiir den mexikanischen Hut (15.144) n = 2.

3. Falls p = 0 fiir alle k gilt, ist ¢ von unendlicher Ordnung. Wavelets mit beschrianktem Triger
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haben stets eine endliche Ordnung.

4. Ein Wavelet der Ordnung n ist orthogonal zu allen Polynomen vom Grade <n — 1.

15.5.3 Wavelet—Transformation
Zu einem Wavelet 9 (¢) kann man mit Hilfe eines Parameters a eine ganze Schar von Funktionen bilden:
Valt) = ——u (1) wro. (15.148)
la| N
Im Falle |a| > 0 wird die Ausgangsfunktion ¢(¢) gestaucht. Im Falle a < 0 wird zusétzlich eine Spiege-
lung vorgenommen. Der Faktor 1/ \/m ist ein Skalierungsfaktor.

Mit Hilfe eines zweiten Parameters b konnen die Funktionen ,(¢) noch verschoben werden. Man erhélt
dann die zweiparametrige Kurvenschar

1 t—1
Yap = ﬁu ( )> (a,breell; a#0). (15.149)
a a

Der reelle Verschiebungsparameter b charakterisiert den Zeitpunkt (bzw. den Ort), wihrend der Para-
meter a die Ausdehnung der Funktion ¢, ,(t) angibt. Die Funktion 1, (t) wird im Zusammenhang mit
der Wavelet-Transformation als Basisfunktion bezeichnet.

Die Wavelet-Transformation einer Funktion f(t) ist wie folgt definiert:

7 .7 t—b
Lyf(a,b) =c / F(E)as(t) dt = —— / £ty (—) dt. (15.150a)
oo vl0al % @
Fir die Riicktransformation gilt:

oo 00 1
f(t) =c / / Ly f(#)ap(t)— dadb. (15.150b)
a
Dabei ist ¢ eine Konstante, die vom speziellen Wavelet ¢ abhéngt.
B Unter Verwendung des HAAR-Wavlets (15.144) erhélt man

P 1 fir b<t<b+a/2,
w(’ ): -1 fir b+a/2<t<b+a,

a 0 sonst
und damit
1 bta/2 b+a
Lof(at) = —=( [ fwa— [ ey

|(l| b b+a/2
Vb2 e a2 2 M 15.151
= (G a2 [ syt (15.151)
Der Wert Ly f(a,b) gema8 (15.151) stellt eine Differenz von Mittelwerten der Funktion f(t) iber zwei

benachbarten Intervallen der Lénge % um den Punkt b dar.

Bemerkungen:
1. In den Anwendungen spielt die dyadische Wavelet-Transformation eine groie Rolle. Als Basisfunk-
tionen verwendet sie die Funktionen

Yig(t) = \/1#) (t ;“) , (15.152)
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d.h. die verschiedenen Basisfunktionen ergeben sich aus einem Wavelet ¢(t) durch Verdoppeln oder
Halbieren der Breite und durch Verschieben um ganzzahlige Vielfache der Breite.

2. Als orthogonales Wavelet bezeichnet man ein Wavelet ¢(¢) , bei dem die gemé8 (15.152) erzeugten
Basisfunktionen eine orthogonale Basis bilden.

3. Besonders gute numerische Eigenschaften haben DAUBECHIES-Wavelets. Das sind orthogonale Wa-
velets mit einem kompakten Tréager, d.h. sie sind nur auf einem Teil der Zeitachse von Null verschieden.
Fiir sie gibt es aber keine geschlossene Darstellung (s. [15.10]).

15.5.4 Diskrete Wavelet—Transformation
15.5.4.1 Schnelle Wavelet—Transformation

Man kann davon ausgehen, daff die Integraldarstellung (15.150b) hochgradig redundant ist und somit
das Doppelintegral ohne Informationsverlust durch eine Doppelsumme ersetzt werden kann. Das wird
bei der konkreten Anwendung der Wavelet—Transformation beriicksichtigt. Man benétigt dazu:

1. eine effiziente Berechnung der Transformation, was auf das Konzept der Multi—Skalen—Analyse fiihrt
sowie

2. eine effiziente Berechnung der Riicktransformation, d.h. eine effiziente Rekonstruktion von Signalen
aus ihrer Wavelet-Transformation, was auf das Konzept der Frames fiihrt.

Fiir beide Konzepte mufl auf die Literatur verwiesen werden (s. [15.10], [15.1]).

Hinweis: Der grofie Erfolg der Wavelets in den verschiedenen Anwendungsgebieten, z.B.

e bei der Berechnung physikalischer Grofien aus Mefreihen,

e bei der Bild- oder Spracherkennung sowie

® bei der Datenkompression im Rahmen der Nachrichtentibertragung

beruht auf seinen ,schnellen Algorithmen“. Analog zur FFT (Fast FOURIER-Transformation, s. S. 999)
spricht man hier von FWT (Fast Wavelet-Transformation).

15.5.4.2 Diskrete Haar—Wavelet—Transformation

Als Beispiel fiir eine diskrete Wavelet—Transformation wird die HAAR-Wavelet—Transformation be-

schrieben: Von einem Signal sind die Werte f; (i = 1,2,..., N) gegeben. Aus diesen werden die De-
tailwerte d; (i =1,2,...,N/2) wie folgt berechnet:
1 1
si = —7=(faic1 + fai), di=—=(fai1 — fai)- 15.153
ﬂ(,fQ 1+ f2i) \/i(fQ 1= fai) ( )

Die Werte d; werden abgespeichert, wihrend auf die Werte s; die Vorschrift (15.153) angewendet wird,
d.h. in (15.153) werden die Werte f; durch die Werte s; ersetzt. Diese Vorgehensweise wird fortgesetzt,
so dafl sich aus

m+) _ Lo m ) ) _ 1 rmy w .

s 0= NGl (521‘71 + 59 ) S v ('521’71 82 ) (15.154)
schlieBlich eine Folge von Detailvektoren mit den Komponenten di(") ergibt. Jeder Detailvektor enthilt
Informationen iiber Eigenschaften des Signals.

Hinweis: Fiir grofie Werte von N konvergiert die diskrete Wavelet—Transformation gegen die Integral
Wavelet-Transformation (15.150a).

15.5.5 Gabor—Transformation

Zeit-Frequenz-Analyse nennt man die Charakterisierung eines Signals beziiglich der in ihm enthaltenen
Frequenzen und der Zeitpunkte, zu denen diese Frequenzen auftreten. Dazu wird das Signal in zeitliche
Abschnitte (Fenster) aufgeteilt und anschlieBend nach FOURIER transformiert. Man spricht deshalb
auch von einer , gefensterten FOURIER-Transformation® WFT (Windowed FOURIER-Transformati-
on).
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Die Fensterfunktion ist so zu wihlen, daf sie ein Signal auerhalb eines Fensters ausblendet. Von GaA-
BOR wurde als Fensterfunktion
2
0) L o (15.155)
= e .
g V2ro

verwendet (Abb.15.29). Diese Wahl kann damit erklért werden, da g(¢) mit der ,, Gesamtmasse 1 um
den Punkt ¢ = 0 konzentriert ist und die Fensterbreite als konstant (etwa 20) angesehen werden kann.

g(t) Die GABOR-Transformation einer Funktion f(¢) ist dann von
0.041 der Form
o] Gf(w,s) = / F(Bg(t — s)e =t dt. (15.156)
-0.04 | A Sie gibt an, mit welcher komplexen Amplitude die Grund-
30 0 30 t schwingung e wihrend des Zeitintervalls [s — 0,5 + o] in f

vertreten ist, d.h., tritt die Frequenz w in diesem Intervall auf,
Abbildung 15.29 dann besitzt sie die Amplitude |G f(w, )| .

15.6 Walsh—Funktionen
15.6.1 Treppenfunktionen

Bei der Approximation von Funktionen spielen orthogonale Funktionensysteme, z.B. spezielle Poly-
nome oder trigonometrische Funktionen, eine wichtige Rolle, weil sie glatt, d.h. hinreichend oft dif-
ferenzierbar in dem betrachteten Intervall sind. Es gibt aber auch Probleme, z.B. die Ubertragung
der Bildpunkte eines gerasterten Bildes, fiir deren mathematische Behandlung glatte Funktionen nicht
geeignet sind, sondern sich Treppenfunktionen, also stiickweise konstante Funktionen besser eignen.
‘WaLsH-Funktionen sind sehr einfache Treppenfunktionen. Sie nehmen nur die zwei Funktionswerte
+1 und —1 an. Diese zwei Funktionswerte entsprechen zwei Zusténden, so dal WALSH-Funktionen
besonders einfach in Computern realisiert werden kénnen.

15.6.2 Walsh—Systeme

Analog zu den trigonometrischen Funktionen werden periodische Treppenfunktionen betrachtet. Man
verwendet das Intervall I = [0, 1) als Periodenintervall und unterteilt es in 2" gleichlange Teilintervalle.
Sei S, die Menge der periodischen Treppenfunktionen mit der Periode 1 iiber einer solchen Intervall-
teilung. Die zu S,, gehorenden Treppenfunktionen kann man als Vektoren eines endlichdimensionalen

Vektorraumes auffassen, denn jede Funktion g € S,, wird durch ihre Werte go, g1, ga, - - . , gon—1 in den
Teilintervallen bestimmt und kann demzufolge als Vektor aufgefait werden:
g" = (90,901,902, - gan 1) (15.157)

Die zu S, gehérenden WALSH-Funktionen bilden mit einem geeigneten Skalarprodukt eine orthogo-
nale Basis in diesem Raum. Die Basisvektoren kénnen auf verschiedene Weise numeriert werden, so
dafl man sehr viele WALSH-Systeme erhilt, die aber alle dieselben Funktionen enthalten. Es zeigt sich
aber, daf} drei Systeme zu bevorzugen sind: WALSH-KRONECKER-Funktionen, WALSH-KACZMARZ—
Funktionen und WALSH-PALEY-Funktionen.

In Analogie zur FOURIER-Transformation wird die WALSH-Transformation aufgebaut, wobei die Rol-
le der trigonometrischen Funktionen von den WALsH-Funktionen iibernommen wird. Man erhilt z.B.
WaLsH-Reihen, WALSH-Polynome, WALSH-Sinus- und WALSH—Kosinus—Transformationen, WALSH—
Integrale, und analog zur schnellen FOURIER—Transfornmation gibt es die schnelle WALSH-Transforma-
tion. Fiir eine Einfiihrung in Theorie und Anwendung der WALSH-Funktionen s. [15.6].




